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SAZETAK

U ovom radu objasnit ¢emo ideju idealnog filtra, vrste idealnog filtra i vrste aproksimacija. U
2. poglavlju opisat ¢emo idealni filtar i njegove vrste te napraviti uvod u realne filtre i objasniti
neka njihova svojstva. U 3. poglavlju objasnit éemo proces projektiranja filtra i razraditi metode
aproksimiranja realnog filtra. Nadalje, u prakticnom dijelu ovog rada, pruzit éemo primjer
projektiranja filtra koriStenjem razliCitih metoda aproksimacije te usporediti rezultate. Na kraju,
obuhvatit ¢emo cjelokupni rad u zaklju¢ku.

KljuCne rijeci: idealni filtar, realni filtar, analogni filtar, projektiranje filtra, aproksimacije



ABSTRACT

In this final paper, we will present the idea of ideal filter, types of ideal filter and types of
approximation methods. In the second chapter, we will describe the ideal filter and it's types,
then make an introduction to real filters and explain some of their characteristics, in the third
chapter , we will depict the process of designing a filter and elaborate various methods of
approximation of real filters. Furthermore, in the practical part of this final paper, we will offer
an example of designing the filter using different methods of approximation , and then
compare the results. Ultimately, we will cover all of our work in the Conclusion chapter.

Keywords: ideal filter, real filter, analog filter, filter designing, approximation methods
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1. UvOD

Filtar je, u osnovnom znaceniju rijeCi, uredaj koji razdvaja odredene komponente jedne
od drugih. Vrste filtra su mnogobrojne, od onih najjednostavnijin kao $to je to na primjer
filtar za kavu, do onih slozenijih kao Sto je to elektricni filtar. U ovom zavrSnom radu
analizirat cemo upravo elektricni filtar. Elektricni filtar dijeli se na pasivne filtre koji se
sastoje od pasivnih komponenti (zavojnice, kondenzatora i otpornika) i na aktivne filtre
koji, osim pasivnih komponenti sadrzavaju i aktivne komponente (tranzistori,
operacijska i druga pojacala). Cilj aktivnih komponenti je pojaCanje signala. Aktivni i
pasivni filtri dalje se dijele na analogne i digitalne. U ovom zavrS§nom radu bavit ¢emo
se isklju€ivo analognim filtrima.

Analogni elektricni filtar je elektri¢ni sklop, odnosno sustav Ciji je cilj ukloniti nezeljene
komponente analognog signala na ulazu, te propustiti samo odredene komponente tog
istog signala na izlazu. Drugim rije€ima, analogni elektri¢ni filtar na ulazu prima ulazni
analogni signal, uklanja ili umanjuje nezeljena svojstva tog signala, zadrzava ili istiCe
Zeljena svojstva i propusta ih u obliku izlaznog signala. Poveznicu ulaznog i izlaznog
signala mozemo ostvariti preko prijenosne funkcije filtra.

Kao Sto smo to vec napisali, analogni elektri¢ni filtar je sustav Sto znaci da je opisan
nekom funkcijom. Ova funkcija je naj¢eSée zadana kao prijenosna funkcija H(s).
Takoder, sustav filtra moze biti opisan impulsnim odzivom h(t). Impulsni odziv je sa
prijenosnom funkcijom povezan preko Laplace-ove transformacije. Odnosno, Laplace-
ovom transformacijom impulsnog odziva dobit ¢emo upravo prijenosnu funkciju.



2. IDEALNI I REALNI FILTRI

2.1. Idealni filtar

Idealan filtar je onaj filtar koji savrSeno eliminira sve nezeljene frekvencije ulaznog
signala, te propusta pozeljne frekvencije, bez da ih izobliCava, u obliku izlaznog
signala. Impulsni odziv idealnog filtra je sinc funkcija u vremenskoj domeni. S obzirom
da sinc funkcija ima vrijednost razli€itu od 0 kroz cijeli vremenski interval, filtar zahtjeva
beskonacnu memoriju kako bi bio izvediv. Takoder, impulsni odziv je beskonacno
dugacak, Sto znacdi da bi filtru trebao beskonacno dugacak vremenski period da
odstrani nezeljene komponente. S obzirom na to, idealni filtar je fizicki nemogucée
izraditi.

U teoriji, idealni filtar nema prijelazno podrucje izmedu propusnog i nepropusnog
pojasa. Grani¢na frekvencija idealnog filtra je oStra, odnosno frekvencijski odziv filtra
je pravokutan. Prema selektivnosti propustanja frekvencija razlikujemo sljedece vrste
idealnog filtra:

e Niskopropusni filtar

e Visokopropusni filtar

e Pojasno propusni filtar
e Pojasnha brana

2.1.1. Niskopropusni filtar

Niskopropusni (NP) filtar je tip filtra koji propusta signal na niskim frekvencijama,
odnosno na frekvencijama nizim od grani¢ne frekvencije f. , a ostale frekvencije gusi.
Koristimo ga kada, na primjer, sa audio signala Zelimo ukloniti visoke Sumove.
Takoder, moramo razumijeti da uz te visoke Sumove mozemo potencijalno ukloniti i
dijelove informacije koja se nalazi na visim frekvencijama. Filtar ne prepoznaje
informaciju od Suma, nego pojase frekvencija koje mu zadamo.
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Slika 1. Frekvencijski odziv niskopropusnog filtra

Na slici 1. prikazan je frekvencijski odziv NP filtra. 1z njega mozemo zakljuciti kako NP
filtar propusta frekvencije nize od frekvencije fc , dok priguSuje frekvencije vise od
frekvencije fc . U ovom slucaju, interval frekvencija izmedu 0 i fc nazivamo propusnim
pojasom, a interval frekvencija od fc do +~ pojasom gusenja. Takoder, frekvencija fc
oznaCava cutoff frekvenciju, odnosno frekvenciju koja oznacCava prijelaz izmedu
propusnog pojasa i pojasa gusenja. S obzirom da se radi o idealnom NP filtru, prijelazni
pojas je pod kutom od 90°, odnosno nemamo interval frekvencija u kojem postupno
prelazimo iz propusnog u nepropusni pojas. Upravo to je jedna od karakteristika
idealnog filtra: ne postoji prijelazni pojas, nego frekvencija fc savrSeno ,reze“ (eng.
Lcut’) propusni pojas, te nas automatski prebacuje u pojas gusenja. Iz tog razloga
frekvenciju fc nazivamo cutoff frekvencijom.

2.1.2. Visokopropusni filtar

Visokopropusni (VP) filtar propusta signal na visokim frekvencijama, odnosno
frekvencijama iznad graniCne frekvencije fc , a guSi frekvencije ispod grani¢ne
frekvencije fc. Koristimo ga kada Zelimo ukloniti smetnje na niskim frekvencijama.
Takoder, kao i kod NP filtra, moramo paziti da ne odstranimo dio poZeljne informacije
koji se nalazi na niskim frekvencijama.
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Slika 2. Frekvencijski odziv visokopropusnog filtra

Iz slike 2. vidimo kako se pona$a VP filtar. Sli€¢no kao na slici 1., mozemo razlikovati
propusni i nepropushi pojas. Isto tako imamo i cutoff frekvenciju fc koja oznaCava
prijelaz izmedu pojasa propustanja i pojasa gusenja. S obzirom da se radi o VP filtru,
za razliku od niskopropusnog, on propusta frekvencije vise od fc , a gusi frekvencije
nize od fc. Iz tog razloga, interval frekvencija od 0 do f; nazivamo pojasom gusenja, a
interval frekvencija od fc do +« pojasom propustanja. Takoder, radi se o idealnom VP
filtru, Sto znaci da nemamo prijelazni pojas nego cutoff frekvenciju.

2.1.3. Pojasnopropusni filtar

Pojasnopropusni (PP) filtar, za razliku od VP i NP filtra sadrzava dvije grani¢ne
frekvencije fc1 i fe2 . Kao $to mu i samo ime govori, PP filtar propusta frekvencije izmedu
grani¢nih frekvencija, a gusi sve ostale. Ovakav filtar mozemo koristiti kada Zelimo
zadrzati informacije odredenih frekvencija. Na primjer, ljudsko uho moze prepoznati
sve frekvencije od 300 Hz do 3000 Hz [1]. Pomocu ovakvog filtra, moZzemo eliminirati
sve pozadinske Sumove s potencijalne audio snimke, a zadrzati samo Zeljenu
informaciju — ljudski glas. Pri tome, jedna od grani¢nih frekvencija bi iznosila 300 Hz,
a druga 3000 Hz. Kao i u proSlim tipovima filtra, moramo paziti pri postavljanju ovih
grani¢nih frekvencija kako ne bi uklonili dijelove Zeljenih informacija. Takoder, moguce
je da se nezeljeni sadrzaj informacija djelomi¢no nalazi na frekvencijama propusnog
pojasa, $to znaci da ga necemo moci u potpunosti ukloniti.
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Slika 3. Frekvencijski odziv pojasnopropusnog filtra

Na slici 3. vidimo kako PP filtar propusta interval frekvencija koje se nalaze izmedu
frekvencija fe1 i fcz. U ovom slu€aju, fe1 i fe2 0znacavaju dvije grani€ne, to jest cutoff
frekvencije. Ako usporedimo slike 1. i 2. sa slikom 3. mozemo vidjeti kako NP i VP filtar
imaju po jedan konstantan pojas guSenja i jedan konstantan pojas propustanja, dok
PP filtar ima pojas gusenja koji je podijeljen na dva intervala, izmedu kojih se nalazi
pojas propustanja. Dakle, interval frekvencija od 0 do fci oznaCava prvi dio
nepropusnog pojasa, interval frekvencija od fc1 do fe2 oznaCava propusni pojas, a
interval od fco do +~ oznaCava nastavak nepropusnog pojasa. Takoder, radi se o
idealnom filtru, dakle nemamo prijelazne pojaseve, nego cutoff frekvencije. Kada bi se
radilo o realnom filtru, imali bi dva prijelazna pojasa, jer imamo dvije grani¢ne
frekvencije.

2.1.4. Pojasna brana

Kao i PP filtar, pojasna brana (PB) sadrzava dvije grani¢ne frekvencije. Suprotno od
PP filtra, ovaj filtar gusi frekvencije omedene grani¢nim frekvencijama fc1 i fe2, a
propusta sve ostale. Ovakav je filtar posebno koristan kada ga ugradujemo u mjerne
instrumente, kako bi eliminirali moguc¢nost prolaska signala u osjetljive dijelove
mjernog instrumenta. Na primjer, veliki broj elektroniCkih mjernih instrumenata koristi
AC napajanje sa ulaznom frekvencijom od 60 Hz. U takav uredaj, ugradujemo pojasnu
branu frekvencija 58 Hz — 62 Hz [2] , kako signal ne bi mogao proci u osjetljiva mjerna
podrucja uredaja.
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Slika 4. Frekvencijski odziv pojasne brane

Ako usporedimo slike 3. i 4. mozemo zakljuiti kako se PB ponaSa suprotno od PP
filtra. Dakle, PB gusi interval frekvencija koje se nalaze izmedu f1 i fc2 koje oznacavaju
dvije grani¢ne frekvencije. Takoder, propusni pojas se sastoji od dva intervala,
odnosno prekinut je nepropusnim pojasom. Tako je, u ovom slucaju, interval od 0 do
fc1 prvi dio propusnog pojasa, interval od fc1 do fe2 nepropusni pojas, a interval od fe2
do +« nastavak propusnog pojasa. Isto kao i u primjeru PP filtra, kada bi se radilo o
realnom filtru imali bismo dva prijelazna pojasa. S obzirom da se radi o idealnom filtru,
imamo cutoff frekvencije umjesto prijelaznih pojaseva.

2.2. Realni filtri

Kao primjer realnog filtra mozZzemo uzeti NP filtar ostvaren pasivnim elementima.
Najjednostavniji takav filat je RC filtar prikazan na slici 5. gdje su izlazni signal oznacen
kao y(t), i ulazni signal oznacen kao x(t) povezani sljede¢om jednadzbom

RC xy'(t) + y(t) = x(¢). @



:

X(t) q —_ € y(t)

o
©

Slika 5. Niskopropusni RC filtar

Fourierovom transformacijom ove jednadzbe raCunamo frekvencijski odziv H(w) na
sljededi nacin:

H(w) = Yw) 1 1
T X@)  1+jwRC 1+ jw/wy 2
pri cemu je:

3)

Takoder, amplitudni odziv |H(w)] i fazni odziv 8, (w) raCunamo pomocu sljedec¢ih
formula:

1
|H((U)| - |1 +j(1)/(1)0| - [1 N (w/wo)z]l/z’ (4)
w
0y (w) = —tan™? o 5)

Frekvencijski odziv ovog filtra, za w, = 100 rad/s (plava linija) i za w, = 10 rad/s
(crvena linija), dan je na slici 6.



H(w)

0.4 r
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10 10° 10" 102 108 104 10°
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Slika 6. Frekvencijski odziv RC filtra za w, = 10 rad/s (crvena linija) i w, = 100 rad/s (plava
linija)



3. PROJEKTIRANJE FILTARA

Projektiranje filtra je postupak kojim odredujemo prijenosnu funkciju sustava sa
Zeljenim karakteristikama. Pri projektiranju filtra tezimo karakteristikama idealnog filtra
koji bi trebao propustati frekvencije signala iz propusnog pojasa bez oslabljivanja, a
frekvencije signala iz nepropusnog pojasa beskonacno prigusiti, odnosno ukloniti tako
da njihova amplituda na izlazu bude jednaka nuli. Takoder, nastojimo frekvencije iz
propusnog pojasa propustiti kroz filtar tako da ne dode do izobliCenja.

Nazalost, s obzirom da su prijenosne funkcije realnih filtara racionalne funkcije s
ograni¢enim brojem nula i polova, ne mozemo u potpunosti posti¢i karakteristike
idealnog filtra, ve¢ im se mozemo samo pribliziti.

Iz tog razloga, specifikacije filtra moraju uzeti u obzir ove nesavrSenosti. U
specifikacijama filtra moraju se navesti grani¢ne vrijednosti propusnog i nepropusnog
pojasa, kao i maksimalno dozvoljeno guSenje u pojasu propustanja i minimalno
potrebno gusenje u pojasu gusenja.

Projektiranje tipicnog analognog filtra temelji se na aproksimacijama amplitudne ili
fazne karakteristike polinomima ili racionalnim funkcijama. Ovaj rad ¢e se baviti
aproksimacijama amplitudne karakteristike.

3.1. Prijenosna funkcija
Prijenosna funkcija, koju oznaCavamo kao H(s), linearnih, vremenski invarijantnih
sustava (linear time-invariant systems, LTI) Ciji su poCetni uvjeti jednaki nuli, izrazena
je kao omjer Laplaceovih transformacija izlaznog i ulaznog signala

Y(s)

HS) =¥y 6)

Pri raspisivanju prethodne jednadzbe, mozemo zakljuciti kako je prijenosna funkcija
zapravo omjer dvaju polinoma

Y(s) bps™+ by_s™ 1+ + by

Hs) = X(s) S"tap ST+ tag (7)
odnosno u faktoriziranom obliku
H(s) = Y(s) B (s—2z)(s—2y) ...(s — 2p)
VIEX® T TGopDG—p) P (8)



gdje su ax i bk koeficijenti polinoma u nazivniku i brojniku. Za LTI sustave ti koeficijenti
ne smiju biti funkcije ulaznog ni izlaznog signala, niti funkcije vremenske varijable t. Da
bi sustav bio ostvariv, koeficijenti moraju biti i realni. 1z faktoriziranog oblika mozemo
odrediti nule, zx, i polove, pk, sustava. Polovi su korijeni polinoma u nazivniku
prijenosne funkcije H(s). Kao uvjet za stabilne sustave, oni se moraju nalaziti u lijevoj
strani kompleksne s-ravnine. Takoder, za stabilne sustave, stupanj polinoma u
nazivniku mora biti veci od stupnja polinoma u brojniku. Nule su korijeni polinoma u
brojniku prijenosne funkcije H(s). Kada nule leZze na imaginarnoj osi ili se nalaze na
lijevoj strani koordinatnog sustava, funkcija H(s) je funkcija minimalne faze $to
automatski znacCi da je manje kasnjenje signala. Polovi i nule mogu bit imaginarni ali u
tom sluCaju dolaze u konjugirano kompleksnim parovima. Jedan od mogucih
rasporeda polova i nula stabilnog sustava prikazan je na slici 7.

Slika 7. Raspored polova i nula prijenosne funkcije

3.2. Specifikacije filtra

Konstruiranje filtra obi¢no zapocCinje sa skupom specifikacija koje filtar mora
zadovoljavati. U slu¢aju amplitudne specifikacije definirano je poja¢anje odnosno
najvece dopusteno gusenje u podrucju propustanja, najmanje gusenje u podrucju
gusenja te rubne frekvencije pojedinih podrucja. Primjer navedenih podrucja i rubnih
frekvencija za NP filtar dan je na slici 8. Cilj je iz zadanih podataka pronadi prijenosnu
funkciju filtra minimalne faze, najmanjeg reda koja zadovoljava zadane uvjete. U vecini
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sluCajeva postupak projektiranja odvija se tako da se najprije zadane specifikacije
transformiraju u vrijednosti koje se mogu primijeniti na niskopropusni prototip (NPP).
NPP je filtar Cija je graniCna frekvencija normirana na 1 rad/s i u vecini sluajeva
oznacava rub pojasa propustanja. Frekvencije NPP-a oznaCavat ¢emo s v. Izracun
frekvencija koje ozna€avaju rub pojasa gusSenja NPP-a, vg,0visno o vrsti filtra koji
konstruiramo dan je u tablici 1. Frekvencije koje oznaCavaju rubove pojedinih podrucja
kod PP filtra te pojasne brane moraju imati geometrijsku simetriju Sto znac¢i da mora
vrijediti f1f4 = fof3. Ukoliko ne postoji geometrijska simetrija potrebno je promijeniti jednu
od frekvencija i to tako da se ne mijenja rub pojasa gusSenja te da prijelazno podrucje
nakon promjene frekvencije bude uze. Na primjer, ako za PP filtar ne postoji
geometrijska simetrija, ne¢emo mijenjati frekvencije f1 i f4 jer bismo time promijenili
rubove pojasa gusenja. Mijenjamo, dakle, ili frekvenciju f ili f3 pri €¢emu frekvenciju f2
smijemo samo smanijiti, a frekvenciju fz samo povecati.

A H()
Valovitostu A== A== === = = = - e e e e - ——— -
i | AVAVAVA
propustanja . =

PODRUCJE

PROPUSTAN]JA

VORI L e e e
podrudju
gusenja

-

Prijelazno
podrucdje

Slika 8. KarakteristiCna podrucja i frekvencije NP filtra
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Tablica 1. Odredivanje frekvencija ruba pojasa gusenja za NPP

e ()]

vp = lrad/s,

ot

Tk
v, = 1rad/s,

fo

Vv, = —

g fg
....................... vp = lrad/s,
: E V. = f4— - fl
i E 7 i1

fi £ fs fa >f

vp = lrad/s,
v = fa—h
Y fi—fa
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3.3.  Aproksimacija

Kao $to smo to ve¢ napisali, idealan filtar je neostvariv, $to znaci da ga ne mozemo
izraditi, ali ga moZzemo aproksimirati. Kada pogledamo frekvencijske odzive prije
navedenih vrsta idealnog filtra, mozemo primijetiti kako su prijelazna podrucja izmedu
propusnog i nepropusnog pojasa vrlo ostra. U realnosti, nazalost, stvari nisu tako
idealne. Oblik prijelaznog podrucja, izmedu ostalog, ovisi i 0 tome koju smo vrstu
aproksimacije koristili.

Realni filtar je, za razliku od idealnog, kauzalan i stabilan te ograni¢en u vremenskoj
domeni. To znaCi da je realni filtar fiziCki ostvariv. Postupkom aproksimacije
pokuSavamo dobiti realni filtar s karakteristikama Sto slicnijim idealnom.

Kako bi najbolje objasnili $to je to aproksimacija, za primjer mozemo uzeti frekvencijski
odziv idealnog NP filtra. Na slici 9. uz odziv idealnog NP filtra, prikazani su i odzivi
realnog filtra. Sto je odziv sliéniji idealnom, to je njegova izvedba skuplja. Na slici 9.
krivulje u boji predstavljaju Butterworthove aproksimacije razliCitog reda, pri ¢emu je
krivulja koja najsli¢nije prikazuje idealan filtar najviSeg reda, a krivulja koja je najmanje
slicna idealnom filtru, najmanjeg reda.

A Il 1deaini filter

v

Slika 9. Odziv Butterworthove aproksimacije u usporedbi sa odzivom realnog
filtra

Postupak projektiranja filtra svodi se na aproksimaciju kvadrata amplitude
frekvencijske karakteristike NPP-a polinomom ili omjerom polinoma u V2. Iz
frekvencijske karakteristike izvodimo prijenosnu funkciju minimalne faze. Prijenosna
funkcija i priguSenje za filtar n-tog reda dani su redom sljedeéim izrazima:
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HO)2 = —
1+ a?L3(v) 9

Agp(v) = 101log[1 + a?L5 (v)], (10)

gdje a odreduje priguSenje u pojasu propustanja, a Ln(v) je racionalna funkcija ili
polinom n-tog reda. Pojedine aproksimacije razlikuju se upravo u odabiru Ln(v) pri
¢emu u pojasu propustanja mora vrijediti Ln?(v) = 0, a u pojasu gusenja Ln2(v)>> 0. Iz
gornjih jednadzbi moZzemo odrediti red filtra n i parametar valovitosti a $to ¢e u
nastavku biti pokazano za nekoliko aproksimacija.

Postoji vise vrsta aproksimacija, a koristimo vrstu aproksimacije koja daje najbolje
Zeljene rezultate. Cetiri glavne vrste aproksimacije amplitudne karakteristike su:

e Butterworthova aproksimacija

o Cebisevljeva aproksimacija

e Inverzna Cebisevljeva aproksimacija
e Elipticna aproksimacija

3.3.1. Butterworthova aproksimacija

Butterworthova aproksimacija prvi put je opisana 1930. godine u radu britanskog
inZenjera i fiziCara Stephena Butterwortha pod nazivom "On the Theory of Filter
Amplifiers". Upravo po njemu je i dobila naziv. Drugi naziv za Butterworthovu
aproksimaciju je ,maksimalno monotona“ aproksimacija, jer ima glatki, odnosno
monotoni, prijelaz iz pojasa propustanja u pojas guSenja. Ova aproksimacija ima
minimalni fazni odziv. S obzirom na to, koristimo ju kada nam je potreban minimalni
fazni pomak i umjerena selektivnost.

Kvadrat amplitude frekvencijske karakteristike niskopropusnog Butterworthovog filtra
definiramo pomocu izraza

2 _
IHW)I" = 1+ g2y2n’ (11)

Iz vrijednosti frekvencijske karakteristike, odnosno gu$enja na rubu podrucja
propustanja i na rubu podrucja guSenja raCunamo parametar ¢ i red filtra

g2 =10 — 1,

(12)
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_ logl(10°14: — 1)/¢?]
- 2log(vy) ’ (13)

pri Eemu je As najmanje guSenje u pojasu gusenja, Ap najvece gusenje u podrucju
propustanja, a vs rub podrucja guSenja NPP-a. Ukoliko racunajuci red filtra pomodu
prethodne formule dobijemo decimalni broj, obavezno ga zaokruzujemo na iduci cijeli
broj. Tako ¢emo, na primjer, ako dobijemo rezultat n = 2.11 kao rjeSenje uzeti n=3.

Polovi Butterworthovog filtra leze na kruznici. Polozaj polova Butterworthovog filtra
odredujemo na sljedeci nacin:

1. Racunamo radijus kruga na kojem leze polovi:

k==, (14)

2. Racunamo kutove u odnosu na jw-os pod kojima leze polovi :

0, = o™ T, k=12, ..,n (15)

Ukoliko je filtar 2. reda imat ¢emo 4 kuta, ukoliko je 3. reda imat c¢emo 6
kutova itd. Vazno je uociti kako kutovi 6,,ne mogu biti O pa polovi ne mogu
biti na imaginarnoj osi. Za neparne n jedan kut iznosi 11/2 pa ¢e jedan pol
biti na realnoj osi. Za parne n, nema polova na realnoj osi.

3. Odredujemo polozaj polova iz izraza

px = —Rsinf, +jRcosO,, k=12 ..n (16)

|z dobivenih polova mozemo odrediti nazivnik prijenosne funkcije

Qp (S) = H(s - pk)' (17)
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Konacno, prijenosna funkcija Butterworthovog filtra glasi

H(s) = —
YT o,6) (18)
pri cemu je:
K = Q,(0). (19)

Ako za primjer uzmemo n=3, dobivamo:

— 3
K= R, (20)
— 3 2 2 3
Qy(s) = s° + 2Rs* + 2R*s + R°, (21)
R3
H(s) = - .
(s) Q,(s) S°+ 2Rs? + 2R%s + R3 (22)

Na slici 10. vidimo detaljniji prikaz onoga Sto smo spomenuli o slici 8. Dakle,
aproksimacijom filtra poku$avamo imitirati odziv idealnog filtra. Sto je red
aproksimiranog filtra veci, to je odziv sli¢niji idealnom. Ako promotrimo sliku, moZzemo
vidjeti kako aproksimirani filtar, umjesto cutoff frekvencije kao idealni filtar, ima
prijelazno podrucje. S obzirom da se radi o odzivu Butterworthovog filtra, vidimo kako
je prijelazni pojas dosta Sirok €ak i kod filtra viSeg reda, ali zauzvrat imamo vrlo
precizno aproksimiran propusni i nepropusni pojas.
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Slika 10. Frekvencijski odziv Butterworthovog filtra ovisno o redu filtra [5]

3.3.2. Cebisevljeva aproksimacija

Cebisevljeva aproksimacija dobila je ime po ruskom matematiéaru Pafnutyju
Chebyshevu. CebiSevljeva aproksimacija, kao i Butterworthova aproksimacija ima
prijenosnu funkciju koja ovisi 0 polovima. Za razliku od Butterworthove aproksimacije,
Cebievljeva aproksimacija dopusta varijacije odnosno valovitost u propusnom pojasu
filtra. Takoder, prijelazni pojas Cebisevljevog filtra je puno strmiji od prijelaznog pojasa
Butterworthovog filtra. Iz tog razloga, CebiSevljevi filtri niZih redova su preciznij,
odnosno sli¢niji idealnim nego Butterworthovi filtri istih redova. Fazni odziv
Cebigevljevog filtra nije linearan kao Butterworthov, $to znadi da ée faza Cebisevljevog
filtra biti deformirana.

Kvadrat amplitude frekvencijske karakteristike CebiSevljevog filtra dan je izrazom

. 1
HOF =Ty (23)

pri &emu je T,,(v) Cebisevljev polinom. Cebisevljev polinom jednak je [3] :

T,(w) = cos(n cos™!(w)) kadaje0<w =<1, (24)
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T,(w) = cosh(n cosh™(w)) kada je w>1.

(25)
Svojstva Cebisevljevog polinoma su [4] :
2.T(w) =w 27)
3. za svaki n:
0<|T(w)] <1 kada je 0<|wl<1 (28)
T (w)] > 1 kada je lw| > 1 (29)
4. zasvakin:
(1) =1, (30)
5. T,(w) je paran ako je red filtra neparan i obrnuto
6. |T,(w)| monotono raste kada je |w| > 1
7. |T,(0)| =0, kada je n neparan
8. |T,,(0)|] =1, kada je n paran
Iz priguSenja na rubu podrucja propustanja, kao i kod Butterworthovog filtra,
rac¢unamo faktor valovitosti pomocu izraza
2 _ 100.14, _
e =10""r —1, (31)
a iz prigudenja na rubu podrugja gusenja red Cebisevljevog filtra
3 cosh™[,/(10014s — 1) /2]
n= cosh=1(vy) ’ (32)

pri ¢emu je As hajmanje guSenje u pojasu gusenja, Ap najvece guSenje u podrucju
propustanja, a vs rub pojasa guSenja. Takoder, kao i kod odredivanja reda
Butterworthovog filtra, zaokruzujemo dobiveni broj na prvi veci cijeli broj.
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Polovi CebiSevljevog filtra leZze na elipsi. Polozaj polova CebiSevljevog filtra
odredujemo na sljedeci nacin:

1. Pronalazimo kutove u odnosu na jw-0s na kojima leZe polovi :

_ 2k-1 .
0, = st LA k=1.23,..,n. (33)
2. Odredujemo polozaj polova iz izraza:
px = —sin @, sinh a + j cos 6, cosh a, (34)
pri emu je:
— 1 ; h—l 1
R (E) (35)
Nazivnik prijenosne funkcije, Q,(s), dan je izrazom
n
Qp(s) = 1_[(5 — Dk)- (36)
k=1
Konaéna prijenosna funkcija Cebisevljevog filtra dana je izrazom
Hy(s) = =
S) =———,
P Qp(s) (37)
gdje je:
K = {QP(O)/N/ 1+ €2, kada je n paran
Q,(0), kada je n neparan. (38)
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A R=3dB
|H{ju) Ry=4dB
Ry.=6dB

Slika 11. Frekvencijski odziv CebiSevljevog filtra

Usporedivanjem slike 10. i slike 11. moZemo najbolije uoditi razliku izmedu
Butterworthovog i Cebisevljevog filtra. Tako na slici 11. vidimo strmi, odnosno uski,
prijelazni pojas Cebisevljevog filtra, za raliku od Butterworthovog prijelaznog pojasa
koji je, i u viSim redovima filtra, Sirok. Isto kao i kod Butterworthovog, $to je red filtra
viSi, to je prijelazno podrucje uze. Takoder, vidimo deformaciju, odnosno valovitost
propusnog pojasa koju smo spomenuli. Sto je valovitost filtra veéa, to je prijelazni pojas
strmiji i obrnuto.

3.3.3. Inverzna Cebisevljeva aproksimacija

Cebigevljevom aproksimacijom osiguravamo strmi prijelaz izmedu propusnog i
nepropusnog pojasa, ali zauzvrat dobivamo valovitost odnosno Sumove u podrucju
propustanja. Inverznom Cebi$evljevom aproksimacijom zadrZzavamo svojstvo strmine
prijelaznog pojasa, ali umjesto valovitosti u pojasu propustanja, dogada se valovitost
u pojasu gusenja, dok pojas propustanja ostaje monoton. Na slici 12. moZzemo vidjeti
razliku ponasanja Cebisevljevog i inverznog Cebisevljevog filtra.
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H(jw) H(jw)

Odziv inverznog Cebi3evljevog filtra ] [l Odziv Cebisevljevog filtra "

Slika 6. Usporedba frekvencijskog odziva Cebigevljevog i inverznog Cebisevljevog
filtra

Kvadrat amplitude frekvencijske karakteristike inverznog CebiSevljevog filtra zadan je
sljedeCim izrazom:

_eTR(1/v)
HOF = T2 d vy (39)

pri emu je T,,(1/v) Cebisevljev polinom.

Kod inverzne CebiSevljeve aproksimacije, za razliku od prethodno navedenih, faktor
valovitosti ne odredujemo iz priguSenja na rubu podrucja propustanja, vec¢ iz
priguSenja na rubu podrucja gusenja:

-2 _ 100.145 _
e =10 1, (40)

a red inverznog CebiSevljevog filtra odredujemo iz gu$enja na rubu podrugja
propustanja:

cosh™! [\/8_2/(100'1'41’ — 1)]
n= cosh=1(1/v,) ' (41)

gdje je iznimno za inverzni Cebievljev filtar v = ]]:—p, dok je vy = 1rad/s.

Prijenosnu funkciju inverznog CebiSevljevog prototipa odredujemo na sljedeéi nadin
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1. Pronalazimo kutove u odnosu na jw-os na kojima leZe polovi :

O =2—m, k=123,..,n

2. Odredujemo polove prijenosne funkcije iz izraza:

p_ = —sin @, sinh a + j cos 6, cosh a,
k

pri Cemu je:

1 1
a = —sinh™! (—)
n €

3. Odredujemo nule prijenosne funkcije iz izraza:

Zp = j cos B, cosha = + jwy, k=12, ..,int(n/2).

pri emu je:
1 1
a = —sinh™! (—)
n &

Konjugirani parovi nula daju faktore oblika s? + wg.
Nazivnik prijenosne funkcije, Q,(s), dan je izrazom:

0 =] |- po),
k=1

a brojnik, B,(s), izrazom:

int(n/2)

P,(s) = 1_[ (s? + w?).
k=1
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Konacno, prijenosna funkcija glasi:

_ B(s)
H,(s) =K 0.6 (49)
gdje je:
Q(0)
=0y (50)

3.3.4. Eliptiéna aproksimacija

Za razliku od proslih opisanih vrsta aproksimacija, u kojima je barem jedan od pojaseva
bio monoton, eliptiCna aproksimacija daje valovitost u pojasu propustanja ali i u pojasu
guSenja kao Sto to vidimo na slici 13. Dakle, odziv eliptiCnog filtra je valovit u oba
pojasa. Takoder, kao i kod CebiSevljeve i inverzne CebiSevljeve aproksimacije,
prijelazni pojas izmedu pojasa gusenja i pojasa propustanja je strm i monoton.

Hijur)

)

Slika 7. Odziv elipti€nog filtra

Zbog sloZenosti elipticne metode aproksimacije, za potrebe ovog rada ne¢emo ju
koristiti.
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3.4. Transformacija prijenosne funkcije

Kada vrS§imo proces aproksimacije, dobivamo normirani filtar odnosno NPP. Da bismo do kraja
projektirali filtar potrebno je izvrsiti transformaciju dobivene prijenosne funkcije. Ovisno o tome
kakav nam je filtar potreban, koristimo jednu od sljedecih transformacija:

e NPP— NP

Transformacija prijenosne funkcije NPP-a u prijenosnu funkciju NP filtra

s— ﬁ pri Cemu je f, frekvencija ruba pojasa propustanja NP filtra
p

e NPP VP

Transformacija prijenosne funkcije NPP-a u prijenosnu funkciju VP filtra

s= @ pri Cemu je f, frekvencija ruba pojasa propustanja VP filtra

« NPP PP

Transformacija prijenosne funkcije NPP-a u prijenosnu funkciju PP filtra

2(.0%

Bs
i w3, w, w3 =w3, a B je $irina pojasa propustanja, B = w; — w,.

N ad

, pri €emu je w, geometrijska sredina rubova pojasa propustanja w,

« NPP - PB

Transformacija prijenosne funkcije NPP-a u prijenosnu funkciju VP filtra

B P . . . . v .
s - ﬁ , pri éemu je w, geometrijska sredina rubova pojasa propustanja w,
0

i wg, w; w, =w3, a B je $irina pojasa propustanja, B = w; — w,.
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4.  PRIMJENA TRANSFORMACIJA NA ZADANI FILTAR

Kako bi konkretno mogli uociti odredene prednosti i mane, te razlike izmedu filtara
projektiranih razli€itim metodama aproksimacije, u ovom poglavlju ponudit ¢emo
izraCune prijenosnih funkcija niskopropusnog filtra koriste¢i Butterworthovu,
Cebigevljevu i inverznu CebiSevljvu aproksimaciju. Kao pocetne specifikacije
niskopropusnog filtra koristit c¢emo sljedece:

fo =4 kHz
fs = 8 kHz
A, =3dB
As=20dB

Dakle, za svaku od aproksimacija izracunat cemo granicne frekvencije v, i v, , red filtra
n i parametar valovitosti €. S obzirom na dobivene vrijednosti, odredit cemo prijenosnu
funkciju te napraviti transformaciju u niskopropusni filtar. Nakon toga, usporedit c¢emo
razlike dobivene koriStenjem razli€itih metoda aproksimacije.

4.1. Butterworthova aproksimacija
Kao Sto smo ranije definirali rub pojasa propustanja iznosi v, = 1 rad/s, dok je rub
2nfp _

pojasa gusenja v, = Py 2 rad/s. Za faktor valovitosti dobivamo ¢ = /10%14r — 1 =
N
log+/(100-14s—1) /g2

logvg
dobivenih vrijednosti moZzemo odrediti polumjer kruznice na kojoj leze polovi R =

1
S1/n

0.998, a red filtra iznosi n = = 3.32 S§to zaokruzZujemo na 4. Iz

= 1 te kutove u odnosu na y-0s:

Op = ——m 2> 0, =225°, 0, =67.5°, 03 =112.5°,0, = 157.5° (51)
Sto rezultira sljede¢im polovima :
p1 =ps = —Rsin®; +jcos®; = —0.383 +; 0.924 (52)
P2 =p3 = —Rsin®, + jcos®, = —0.924 4+ 0.383 (53)
i nazivnikom prijenosne funkcije:
Qp(s) = (s = p1)(s —p2)(s = p3)(s — pa)
= s*+2.61453+3.416s*> + 2.614s + 1. (54)
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Konacno, prijenosna funkcija NPP-a glasi

K 1
H = = :
P(8) = )~ 57 T 2614554341652 + 26145 1 (55)
a nakon transformacije, dobivamo prijenosnu funkciju NP filtra
H(s) = 3.99 - 1017
3 T §%4657-10*53+2.158 - 10° 5% + 4.15 - 1013 s + 3.99 - 1017 " (56)

Na slici 13. prikazana je amplituda frekvencijske karakteristike dobivenog filtra.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

10 ) 2 [1: 10°
Freauencv (rad/s)

Slika 13. Amplitudna karakteristika NP filtra dobivena koriStenjem Butterworthove
aproksimacije

4.2. Cebisevljeva aproksimacija
Definirani rub pojasa propustanja iznosi v, = 1 rad/s, dok je rub pojasa gusSenja v; =

Z’; £ = 2 rad/s. Za faktor valovitosti dobivamo, kao i kod Butterworthove aproksimacije,
N

-1 1Ae
e= 1014 — 1= 0998, a red filtra iznosi n = SO NACTED/E _ 599 &0

cosh~1vg

zaokruzujemo na 3. |z dobivenih vrijednosti moZzemo odrediti parametar elipse na kojoj
leze polovi & = = sinh™" (3) = 0.294 te kutove 0, = Z=m > 0, =30°, 0, = 90°,

05 = 150°. To daje polove:
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p1 =p3z = —sin0®; sinha + jcos®; cosha = —0.149 +; 0.9 (57)
p, = —sin B, sinha + j cos®, cosha = —0.298 (58)

i nazivnik prijenosne funkcije

Qp(s) = (s —p1)(s —p)(s —p3) = s +0.596 s> + 0.921 5 4 0.248

(59)
Konacno, prijenosna funkcija NPP-a glasi:
H(s) = _ 0.248 50
P T (s) 3+ 059652 + 09215 +0.248 ' (60)
a nakon transformacije, dobivamo prijenosnu funkciju NP filtra
Hs) = 3.937 - 102
> = §3 + 14979.11s2 + 581753961.8 s + 3.937 - 102 (61)

Na slici 14. prikazana je amplituda frekvencijske karakteristike dobivenog filtra.

Bode Diagram
3 T ———

Magnitude (dB)

10° 10* 10° 10°
Freauency (rad/s)

Slika 14. Amplitudna karakteristika NP filtra dobivena koristenjem Cebisevljeve
aproksimacije
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4.3. Inverzna Cebisevljeva aproksimacija
Za razliku od prethodne dvije aproksimacije, ovdje rub pojasa gu$enja iznosi vy = 1

rad/s, dok je rub pojasa propustanja v, = ;:;5 = 0.5 rad/s. Faktor valovitosti ovdje
P
1 cosh™1 /8‘2/100'1‘41’—1

iznosi € = = 0.1,aredfiltrajen = = 2.27 8tokaoiu

1001 4s—1 cosh=1-—
Vp

prethodnom sluc€aju zaokruzujemo na 3. Ponovno raCunamo parametre iz kojih

mozemo odrediti polove: a = % sinh™1 iz 09910, = 2';—;171 2> 0,=30°, 0,=

90°, ©; = 150°, a sami polovi glase

1 1
P1=Ps = "5n @, sinha + jcos®, cosha ~ —0.585 + j 1.334 (62)

1
P2 = sin®, sinha + j cos ©, cosha —0.85. (63)

Za inverznu CebiSevljevu aproksimaciju jo§ moramo odrediti i nule, kojih u slugaju
filtra 3. reda ima 2, odnosno jedan kompleksno konjugirani par

Zy = jwq =t jcos®; -cosha = +j1.32.

(64)
Brojnik i nazivnik prijenosne funkcije NPP-a su redom
— o2 2 _ 2
P,(s) =s*+w,” = s°+1.74 (65)
Qp(s) = (s —p)(s—p)(s—ps3) = s®+ 14154+ 0955+ 0.4 (66)
a prijenosna funkcija je
K - py(s) 0.23 (s? + 1.74)
Hy,(s) = == > : 67
Q,(s) s34+ 1415240955+ 0.4 (67)
Nakon transformacije, dobivamo prijenosnu funkciju NP filtra
5780.53 52 — 6.5 - 1012
H(s) = 2 12’ (68)
s3 4+ 35437.17 s + 600071947.6 s + 6.35 - 10
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Cija je amplituda frekvencijske karakteristike dana na slici 15.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

10° 10 10° 10° 108
Freauencv (rad/s)

Slika 15. Amplitudna karakteristika NP filtra dobivena koristenjem inverzne
CebiSevljeve aproksimacije

4.4. Usporedba rezultata

Kao $to vidimo iz Tablice 2, najuzZi prijelazni pojas pruza inverzni Cebisevljev filtar ali
ima i najmaniji faktor valovitosti. Razlike Butterworthovog i Cebi$evljevog filtra za sada
su samo u redu filtra. Uz zadane specifikacije, Cebigevljev, kao i inverzni Cebisevljev
su filteri treCeg reda, dok je Butterworthov filtar Cetvrtog reda. Onaj filtar koji je
najmanjeg reda je naj¢eS¢ée najekonomicniji, odnosno najjeftinije ga je projektirati.
Dakle, ukoliko je cijena filtra bitan faktor pri odabiru metode aproksimacije, najbolji
izbor bila bi CebiSevljeva ili inverzna CebiSevljeva aproksimacija, dok bi
Butterworthovom aproksimacijom dobili filtar kojeg je skuplje realizirati.

Tablica 2. Usporedba vrijednosti filtra

Vp Vs € n
Butterwerthova 1rad/s 2 rad/s 0.998 4
aproksimacija
Cebisevljeva 1 rad/s 2 rad/s 0.998 3
aproksimacija
Inverzna Cebisevijeva 1 ad/s 1rad/s 0.1 3
aproksimacija
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Tablica 3. Usporedba prijenosnih funkcija

Prijenosna funkcija niskopropusnog filtra

Butterworthova H,(s) = 3.99 . 1017
aproksimacija PS) T 41657104 53+2.158 - 10° 52 + 4.15 - 1013 s + 3.99 - 1017
Sebisevijeva 3.937 - 10%*
Hp(s) =

aproksimacija s3 + 14979.11s% + 581753961.8 s + 3.937 - 1012

5780.53 s> — 6.5 - 1012

Inverzna H,(s) =
P s3 + 35437.17 s? + 600071947.6 s + 6.35 - 102

Cebisevljeva
aproksimacija

Sto se tite kompleksnosti raduna, odnosno odredivanja prijenosne funkcije, u ovom
sluéaju je najjednostavniji postupak Cebisevljeve aproksimacije, $to mozemo vidjeti i
u Tablici 3. usporedivanjem oblika prijenosnih funkcija. Ukoliko je jednostavnost
jedan od glavnih uvjeta pri odabiru filtra, u ovom sluéaju to bi bio Cebisevljev filtar.
Ako govorimo o jednostavnosti realizacije analognih filtera, najjednostavnije je
realizirati one Cija prijenosna funkcija ne sadrzava nule, jer je potreban maniji broj
elemenata za njihovu realizaciju.
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5. ZAKLJUCAK

U prvim poglavljima ovog rada opisali smo karakteristike idealnog filtra, zakljucili da je
on kao takav neostvariv te napravili uvod u realne filtre. Kasnije u radu zakljucili smo
kako realni filtri trebaju teziti karakteristikama idealnog te ponudili postupak
projektiranja realnog filtra koristeci razliCite vrste aproksimacije. U prakti¢nom dijelu
rada, ponudili smo 3 nacina projektiranja realnog analognog filtra koristeci tri
najkoristenije metode aproksimacije, no i dalje nismo dobili odgovor na pitanje : ,Koja
je od ovih aproksimacija najbolja?“. Na to pitanje teSko je odgovoriti u nekoliko
reCenica, a konkretan odgovor zapravo i ne postoji. Usporedbom rjeSenja dobivenih
razliCitim metodama aproksimacije, uvidjeli smo neke razlike, ali one nisu nuzno
odredivale prednosti ili mane jedna nad drugom. Da bi na prethodno pitanje korektno
odgovorili, trebamo dobro razmisliti koji su nam prioriteti pri odabiru filtra, jer kao Sto
smo vec rekli, idealan filtar ne postoji. To znaci da moramo dozvoliti odredenu gresku
odnosno odstupanje, kako bi dobili Sto kvalitetniju prijenosnu karakteristiku. Kao
zaklju€ak mozemo reci da najbolja, odnosno najto€nija aproksimacija ne postoji, ali
ono Sto postoji je najbolji izbor metode aproksimacije s obzirom na to u kakvoj se
situaciji nalazimo, odnosno koje karakteristike filtra Zelimo dobiti.
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