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SAZETAK

U zavrSnom radu potrebno je opisati funkciju, glavne dijelove i podru¢je mjerenja
ispitnog postolja za mjerenje vibracija diskretnog sustava s jednim stupnjem slobode za
akademsku primjenu. Postolje mora biti projektirano za mjerenje linearnih i nelinearnih
vibracija utega razliCite mase na zadanom pravcu, odredenim simetralom vodilice. Na
vodilicu se mora moci postaviti proizvoljno utega unutar zadanog podrucja mase i
veliine. Drzac utega (inercijski ¢lan) mora biti voden po vodilici pomocu valjnih lezaja, u
dvije medusobno okomite ravnine. Opisati utjecaj otpora kotrljanja leZzaja na gibanje
utega, tj. utjecaj na jednadzbu gibanja. Opisati slobodne priguSene vibracije utega za
sluCajeve linearnog i nelinearnog odziva. Analizirati humeriCkom metodom vibracijski
odziv za slu€aj idealnog vodenja i realnog, s parametarski postavljenom bo¢nom silom

na vodilici. Prikazati konstrukciju u obliku sklopnog crteza.

SUMMARY

In the final paper it is necessary to describe the function, main parts and measuring
range of the test stand for measuring the vibrations of a discrete system with one
degree of freedom for academic application. The stand must be designed to measure
the linear and non-linear vibrations of weights of different masses in a given direction,
determined by the guide bisector. It must be possible to place arbitrary weights on the
guide within a given range of mass and size. The weight carrier (inertial member) must
be guided by the roller bearings, in two perpendicular planes. Describe the influence of
the rolling resistance of the bearing on the motion of the weights, i.e. the influence on
the equation of motion. Describe free damped vibrations of weights for cases of linear
and nonlinear response. Analyze by numerical method the vibrational response for the
case of ideal guidanceand real, with a parameter-determined lateral force on the guide.

Show the construction in the form of an assembly drawing.
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1. UvOD U VIBRACIJE

Vibracije, periodi¢no ili cikli€no gibanje mehanickih sustava (strojevi, gradevine i dr.)
oko ravnoteznog polozaja prouzroceno vanjskom periodicnom silom ili otklonom iz
ravnoteznoga polozaja. Za razliku od titranja, vibracije se javljaju s relativno malim
otklonima od ravnoteznog polozaja s obzirom na razmjere mehanickog sustava. U
svakom se titraju potencijalna energija sustava pretvara u kineticku i obrnuto, uz

djelomic¢an gubitak energije zbog otpora i trenja, koja u obliku topline napusta sustav.

Kada se sustav, pomaknut iz ravnoteznoga polozaja, prepusti daljem gibanju, vibracije
su slobodne prigudene ili su u idealnom slu€aju nepriguSene. Ako na sustav djeluje
vremenski promjenljiva poremecajna (uzbudna) sila, vibracije su prisilne. Vibracije se
proraCunavaju s pomocu diferencijalnih jednadzba iz kojih se dobivaju amplitude te
osobito vazne vlastite frekvencije sustava, koje, ako su bliske frekvenciji poremecaja,
dovode do znatnog povecanja amplituda tj. do rezonancije. Vibracije mogu djelovati
Stetno na ljudsko zdravlje, na udobnost voznje i prouzro€iti lomove konstrukcija.
Namjerno izazvane koriste se kod mehaniCkog sita, drobilica i dr. Smanjivanje ili
povecCavanje utjecaja vibracija postize se razliCitim tehniCkim zahvatima vezanima uz
promjene krutosti ili ugradnjom dodatne mase. Torzijske vibracije pojavljuju se u rotorima
strojeva, osovinama i drugim konstrukcijskim elementima optere¢enima na uvijanje.

Vibracije se mjere vibrometrima.

200 |yt il
200 | {

Slika 1. Vibracija mehani¢kog sustava



VIBROMETAR, instrument za mjerenje vibracija strojeva, vozila, brodova, mostova,
zgrada i dr. Mehanicki vibrometar sastoji se od manje koncentrirane mase elasti¢no
ovjeSene u kucistu. Postavlja se tako da se kuciSte ¢vrsto oslanja na objekt kojemu se
mjere vibracije. Zbog velike tromosti masa miruje s obzirom na kuciSte koje vibrira, pa

relativni pomaci izmedu mase i kuciSta daju vrijednost vibracija.

Mehanoopticki vibrometar optiCki povecava i projicira na ljestvicu pomake ticala
prislonjenog uz objekt koji vibrira. Elektriéni viborometar pretvara mehanicke vibracije u
elektricni napon promjenom elektricnog otpora, induktivnosti ili elektricnog kapaciteta
mjernog elementa, pa se s pomocu promjena vrijednosti elektricnog napona mjere
vibracije. Laserski Doppler vibrometar s pomocu lasera, zrcala i fotodiode omoguc¢ava

mjerenje vibracija bez kontakta s povrSinom koja vibrira.

Slika 2. Vibrometar



2. VODILICA

Vodilica je strojni dio koji osigurava pravocrtno gibanje pomic¢nih dijelova prema
nepomic¢nima. Vodilicama se, pri djelovanju vanjske sile, ostvaruje pravocrtno gibanje
pomi¢nih  dijelova u uredajima, aparatima, instrumentima i strojevima. Pomicni i
nepomicni dio vodilice dijelovi su zgloba za pravocrtno gibanje. Mnogobrojne izvedbe
vodilica posljedica su nastojanja konstruktora da se pri pravocrtnome gibanju postigne

najmanji otpor, to jest trenje. Vodilice se prema nacelu djelovanja dijele na:

e klizne vodilice,
e valjne vodilice,

e elasti¢ne vodilice.

2.1. Klizna vodilica

Klizna vodilica ima neposredan dodir pomi¢nog dijela (klizaCa) i nepomic¢nog dijela
(klizne staze) i zato pri vodenju nastaje trenje klizanja. Dodir kliza¢a i klizne staze moze
biti povrsinski (nizi zglob) ili na crti (viSi zglob). Trenje je klizanja vecée kod kliznih vodilica

s povrsinskim dodirom, no one zato podnose veca optereéenja.

Da bi trenje klizanja bilo $to manje, dijelovi kliznih vodilica se izraduju od materijala
s malim koeficijentom trenja (u), dodirne povrSine se fino obraduju i vodilice se
podmazuju. Povrh malog koeficijenta trenja y vazno je da su materijali otporni na troSenje
i da imaju dobra adhezijska svojstva (prianjanje) prema mazivu. Naj¢es¢i materijali izrade
jesu: Celik, aluminij i slitine aluminija, bronce, nodularni i sivi ljevovi, slitine titanija i

polimerni materijali. Obi¢no je klizna staza tvrda od klizaca.

Podmazivanje kliznih vodilica moze biti hidrodinami¢no, hidrostati¢no i
zraCnostati¢no. Pri hidrodinami¢nome podmazivanju izmedu kliznih povrSina dovodi se
mazivo pod atmosferskim tlakom. Na pocetku rada dolazi do takozvanog trzajnoga trenja
koje je to izraZenije Sto su brzine klizanja manje. Trzajno trenje prestaje nakon $to kliza€

pri gibanju razmaze mazivo po kliznim povrSinama, to jest stvori jednoli¢no tanak sloj



maziva. Pri hidrostatichom ili zracnostatichome podmazivanju neposredno prije i za
vrijeme gibanja dovodi se mazivo ili zauljeni zrak pod vec¢im tlakom pa nema trzajnoga
trenja. Sredstva za podmazivanje vodilica ista su kao za klizne lezaje. Klizne vodilice
dijele se prema obliku kliznoga tijela i prema medusobnom odnosu kliznoga tijela i klizne
staze, to jest zatvaranju. Prema obliku kliza¢a vodilice mogu biti: cilindri¢ne, plosnate ili

prizmati¢ne, a prema zatvaranju: zatvorene i otvorene.

Slika 3. Klizni stol s dvije klizne vodilice

Slika 4. Klizni stol s Cetri klizna lezaja i dvije cilindri¢ne cijevne vodilice



Zatvorene klizne vodilice

Kod zatvorenih kliznih vodilica kliza€ je u€vrS¢en u svima smjerovima okomitim na
pravac gibanjai mozZe se izdvojiti samo po pravcu gibanja. Zato mozZe doéi do
uklijeStenosti klizaCa u kliznoj stazi. UklijeStenost nije mogucéa uz dovoljnu duljinu vodenja
(duljina dodira klizaCa i klizne staze). Kada sila djeluje na pravcu uzduzne osi kliznoga
tijela, do uklijeStenosti ne moze doci, jer je sila uvijek veca od sile trenja. No, kada sila
djeluje ekscentricno na nekom kraku, ona stvara moment sile koji moze izazvati
uklijeStenost. Za vecu silu i vecu duljinu vodenja, uklijeStenost se moze ukloniti. Ali kod
vecih duljina vodenja vece je trenje i zagrijavanje, a da bi se to sprijecilo, konstruiraju se

dvodirne klizne vodilice.

Kod cilindri¢nih zatvorenih kliznih vodilica, Cesto treba onemoguciti okretanje
kliznoga tijela u kliznoj stazi. To se postize pogodnim konstrukcijskim rjeSenjima (na
primjer pretvaranjem cilindri€nog u translacijski zglob). Zatvorene klizne vodilice za to¢no
vodenje moraju imati malu zracnost izmedu kliznoga tijela i klizne staze. Zracnost manja
od 0,5 mm omogucuje neprekidni sloj maziva i sprjeCava zaribavanja pri promjenama

radne temperature. Zracnost se postize izborom ovih labavih dosjeda:

e H7/g6, H7/n8, H7/h6 | H7/f7 iz sustava zajedniCkoga provrta i

e h11/D11ih9/D11 iz sustava zajedniCke osovine.

Cilindriéne klizne vodilice mogu imati puni i Suplji kliza€. Vodilice sa Supljim klizaem

(cijevne vodilice) Ceste su u preciznoj mehanici jer su lagane pa je sila vodenja mala.



Otvorene klizne vodilice

Kod otvorenih kliznih vodilica moze doc¢i do prevrtanja kliznoga tijela jer je dodir s
kliznom stazom osiguran samo u smjeru djelovanja sile teze. Kada je sila teza premala,
na kliza¢ treba djelovati dodatna sila (na primjer sila opruge). Prizmati¢nim i plosnatim
kliznim vodilicama treba se Koristiti kada je potrebno dugotrajnije toCno vodenje. Za te
vodilice nisu potrebni fini dosjedi i stoga su jeftinije. Prizmati¢ne i plosnate klizne vodilice
mogu se koristiti s umetkom za ugadanje. Umetak omogucuje ugadanje zracnosti i

zamjenjuje se novime kada se zbog troSenja zra¢nost poveca iznad dopustene mjere.

Slika 5. Izgled otvorene traéne prizmati¢ne profilirane klizne vodilice
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2.2. Valjnavodilica

Valjna vodilica ima direktan dodir izmedu klizaCa i klizne staze (pomicnog i
nepomic¢nog dijela vodilice) jer su izmedu umetnuta valjna tijela, koja mogu biti kuglice,
valj€ici, iglice i kotacic¢i. Pri pravocrtnome gibanju pomi¢noga dijela valjna se tijela okrecu
oko svoje osi, pa u valjnim vodilicama nastaje trenje valjanja ili kotrljanja. Materijali za
valjne vodilice su isti kao za valjne lezaje. Mnogobrojne konstrukcijske izvedbe mogu se

razvrstati u 3 skupine:

¢ cilindri¢ne valjne vodilice:
¢ cilindricna valjna vodilica s kavezom i
e vodilica s kugli¢nim lezajima za pravocrtno vodenje,
e plosnate valjne vodilice:
e slobodnovodece valjne vodilice i
e valjna vodilica s valjnim tijelima u obliku beskonacne vrpce,

¢ valjne vodilice s kotaci¢ima.

Kod cilindri¢ne valjne vodilice s kavezom izmedu okrugloga pomicnoga dijela i staze
valjna su tijela povezana kavezom, naj¢eSce izradenim od polimernoga materijala. Valjna
vodilica s kugli¢nim lezajima za pravocrtno vodenje ima u tijelu kugli¢noga leZaja nekoliko

zatvorenih staza u kojima se pri vodenju gibaju kuglice povezane kavezom od poliamida.

Kod plosnatih valjnih vodilica su valjna tijela smjestena izmedu ravnih povrsina
pomicnoga dijela i staze. Valjna tijela mogu biti povezana kavezom ili je vodilica bez
kaveza. Valjna tijela mogu biti povezana u obliku beskonaéne vrpce (poput gusjenice
tenka). Kod vodilica bez kaveza (slobodnovodece) valjna tijela se nalaze unutar Zljebova

izmedu pomic¢nog i nepomi¢noga dijela vodilice.

Valjne vodilice s kotaci¢ima dobiju se ugradnjom dijelova koji se sastoje od nosaca
s osovinom na kojoj je kotaci¢. Potreban broj nosaca s kotaci¢em pri¢vrsti se za kuciste
(ili postolje) konstrukcije. Ove su vodilice vrlo isplative jer se razmjestaj i broj kotacica
moze prilagoditi zahtjevima konstrukcije. Umjesto kotaci¢a mogu u nosacu biti poprjecni

kugli¢ni lezaji. Takve vodilice imaju vrlo malo trenje.

11



Slika 6. Valjna vodilica s valjnim tijelima u obliku beskonacne vrpce

Slika 7. Primjer valjne vodilice s kotacic¢ima
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2.3. Elasti¢na vodilica

Elasticne vodilice imaju ugradene opruzne dijelove Ccijom se elastichom
deformacijom ostvaruje fino pravocrtno vodenje pomi¢noga dijela. Dio koji se vodi veze
se za opruzne dijelove, a oni se pricvrste za nepomiéni dio vodilice. Pomiéni i nepomicnki
dio nisu u dodiru pa nema trenja. Pomaci vodenoga dijela posljedica su djelovanja
vanjskog opterecenja kojime se elasti¢no deformira opruzni dio. Reguliranjem vrijednosti
opterecenja postize se potreban pravocrtni pomak. Pravocrtno se vodenje moze ostvariti

sljedec¢im oprugama:

e ravna ili valovita membrana,

e valoviti cjevasti mijeh,

e tlaCna ili vlaCna zavojna valjkasta opruga,
e protusilnik stalne sile,

e konzolna opruga.

Pravocrtni pomaci elasti¢nih vodilica s membranama ili valovitim cjevastim mijehom

najCesce se postizu djelovanjem fluida (tekucina ili plin) pod tlakom.
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3. OPRUGA

Opruge su strojni dijelovi za elasti¢no spajanje. Upotrebom prikladnog materijala i
pogodnim oblikovanjem opruge se pod opterecenjem elastiCcho deformiraju, a nakon
prestanka djelovanja opterecenja poprimaju prvobitni oblik. Mehanicki rad pretvaraju u

potencijalnu energiju, a nju opet natrag u mehanicki rad, tj. opruge akumuliraju rad.

Glavna su podru€ja upotrebe opruga: akumulacija rada (satni mehanizmi),
ublazavanje udara (odbojnici zeljezniCkih vozila, zavjeSenje kotaca, elasti¢ne spojke),
ravnomjerna raspodjela optereéenja (ZeljezniCka i cestovna vozila), ograniCenje sile
(prese), mjerenje sile (dinamometri), regulacija (regulacijski ventili), elementi titranja ili
ublazivanja titraja i dr. Prema vrsti optereéenja kojem su opruge izloZene one se dijele na

opterec¢ene na savijanje, torziju, tlak ili vlak.
3.1. Karakteristike i rad opruga

Pod karakteristikom opruge razumijeva se krivulja koja prikazuje medusobnu
ovisnost njenog optereéenja i deformacije. Kako se opterecenje opruga mijeri silom F, a
deformacija progibom, odnosno elongacijom ili kontrakcijom /, odnosno momentom M i

kutom uvijanja @, to je karakteristika opruge, ili tzv. njezina krutost ¢ odredena izrazom

_dF d _dM
C_df' odnosno C_d(p

Krutost se mjeri u kp/mm, odnosno u kp mm/radijan i predstavlja silu, koja uzrokuje
deformaciju opruge za jedinicu duzine, odnosno luka. Ta se vrijednost zove specifi¢na ili
jedinicna sila. Ve¢ prema tome je li je ¢ = konst., raste ili opada s optereCenjem,

karakteristika opruge je pravac, progresivna ili degresivna krivulja
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c)

Slika 8. Karakteristike opruga: a) progresivna gumena opruga, b) ravna (cilindricna zavojna

torzijska opruga), ¢) degresivna (tanjurasta opruga).

Rad predan opruzi (prikazan na slici 8 Srafiranim povrSinama) za te dvije vrste

opterecenja iznosi

f ¢
A=def, A=jMdgo
0

0

a specijalno, kad su karakteristike opruga ravne, jednadzbama

1
Ff, A= Mdg

3.2. Materijali opruga

Pri odabiru materijala za opruge mora se uzeti u obzir sposobnost oblikovanja i
elasticnha svojstva materijala. Izbor materijala prvenstveno ovisi 0 uvjetima eksploatacije

opruge:
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e opruge za rad u normalnim uvjetima: ako se za ove opruge koristi nelegirani Celik,
onda je to najceSce vec patentirana Zica sa 0,5 do 0,85 % ugljika. Patentiranje se
izvodi tako da se austenitizirana zica provia¢i kroz olovnu kupku gdje
se izotermno poboljsa, a zatim se ohladi na zraku. Obi¢no se nakon toga jo$
hladno gnjeCi. Poslije izrade (motanja) izvodi se nisko popustanje. Zbog
slabe prokaljivosti nelegirani Celici se koriste samo za manje presjeke, a zbog
slabe temperaturne postojanosti za rad na temperaturama samo do 80 °C. Za
opruge koje se toplinski obraduju poslije oblikovanja koriste se Celici
legirani silicijem, manganom, kromom i manje vanadijem, uz srednji
sadrzaj ugljika (0,4 do 0,7 %). Legirni elementi povecavaju prokaljivost,
postojanost popustanju i mehani¢ka svojstva materijala opruge. Silicij se rastvara
u feritnoj reSetki, povecavajuéi ¢vrsto¢u materijala, a jos viSe granicu te€enja, koja
kod ovakvih materijala mozZe dostiCi i 90 % vlacne Cvrsto¢e. S druge strane,
pri toplinskoj obradi na viSim temperaturama, silicij povecava sklonost celika
jakom razugljiCavanju i grubozrnatosti, pa se na povrsini dobije Cisti ferit koji je
neotporan na dinamicka naprezanja. Karakteristika mangana je da osim §&to
povecava svojstva Celika isto kao silicij, uzrokuje nejednoliki raspored uklju€ina
sulfida ioksida. Valjanjem one zauzmu vlaknasti raspored, pa Ccelik
legiran manganom ima visoku Zilavost u uzduznom smijeru (lisnate opruge).

e opruge za rad na povisenim temperaturama: kod ovih opruga Celici su legirani
prvenstveno kromom (do 1,5 %) koji sa zZeljezom stvara sloZeni karbid, te sa
drugim elementima (molibden, volfram i vanadij) koji stvaraju svoje temperaturno
postojane karbide.

e opruge za rad u korozionoj sredini: problem korozije najjednostavnije i najjeftinije
se rjeSava izradom opruga iz Celika iz prethodnih skupina, te njihovim oblaganjem
antikorozijskim zastitnim slojem. No, mnogo ucinkovitije, ali zato i znatno skuplje,
je izraditi opruge iz materijala otpornog na koroziju. To su prvenstveno nehrdajudi

Celici, te razlicite vrste bronci.

U praksi se za opruge najviSe upotrebljavaju toplo valjani Celici koji se
nakon kaljenja popustaju, kako bi se povecala zilavost materijala. Najbolja svojstva

Cvrstoe postizu se upotrebom okrugle Zice za opruge koja se izraduje u razliCitim
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razredima kvalitete. Za hladnu izradu opruga postupcima rezanja, preSanja i
namotavanja, koriste se hladno valjane Celicne trake. Krutost opruge metalnih opruga
ovisna je, kod vlaénih, tlaénih i savojnih opruga, o Youngovom modulu
elasti¢nosti materijala opruge E, odnosno o smi¢nom modulu elasti¢nosti G kod torzijskih

opruga.
3.3. Dopustena naprezanja na opruge

Dopusteno naprezanje za mirno (staticko) opterecenje opruge mora biti manje od
granice razvlaCenja oOr, a dinamicko optereCenje opruge manje od dinamiCke granice
razvlacenja i ujedno manje od trajne dinamicke CvrstoCe Odin. Za torzijska naprezanja
vrijede odgovarajuce vrijednosti ¢vrstoCe pri torziji. Dopustena su naprezanja opruga to
manja od odgovarajucih ¢vrsto¢a njihovih materijala, Sto je eventualni lom opruge
opasniji, Sto su vecCe nesigurnosti mehaniCkih svojstava gotovih opruga i Sto su
proracunom manje obuhvatljiva eventualna dopunska naprezanja. Kako je vec
spomenuto, podjela opruga obi¢no se temelji na vrstama opterecenja i njima prilagodenim
oblicima. Zbog svoje specificnosti gumene su opruge u daljem izlaganju izdvojene u

posebnu skupinu, bez obzira na to kakvom su opterecenju izloZene.
3.4. Podjela opruga

Podjela opruga obi¢no se zasniva na vrstama opterecenja i njima prilagodenim
oblicima. Gumene opruge se obi¢no razmatraju kao posebne vrste opruga. Osnovna
podjela opruga je prema vrsti glavnog naprezanja: dijele se na savojne (opruge

optere¢ene na savijanje), vlacno-tlacne i torzijske opruge.
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Slika 9. Podjela opruga po vrsti optereCenja

3.4.1. Torzijska opruge

Torzijska opruga je obi¢no ravna opruga i u obliku okrugloga Stapa upetoga na
krajevima. @ Ravne torzijske opruge upotrebljavaju se kao  priguSivaci
torzijskih vibracija (na primjer zglobna vratila na motornim vozilima), za

mjerenje sile pritezanja kod momentnih kljuCeva, elasti¢nih spojki i slicno.

Ravne Sipkaste (okrugle) torzijske opruge - upotrebljavaju se kao prigusivaci
torzijskih vibracija (na  primjer ~ zglobna vratilana  motornim vozilima), za
mjerenje sila pritezanja kod momentnih klju€eva, elasti¢nih spojkii sli€no. One djeluju
opruzno zakretanjem stanjenog struka opruge. Kod krajeva sa trokutastim ozubljenjem
moguce je premjesStanje od zuba do zuba. Zbog zareznog djelovanja na mjestima
ucvrscenja krajevi opruge su pojacani, a prijelaz na struk paZljivo je zaobljen. Naknadno
valjanje struka (samarenje pomocu €eli¢nih kuglica) ili fino brusenje povisuje dinamicku

izdrzljivost. Cvrstoéa materijala se kreé¢e i do 1 500 N/mm?.

Zavojna torzijska opruga - nastaje kad se zica namotava u obliku zavojnice
na valjak (valjkaste zavojne opruge) ili na stozac (stozaste zavojne opruge). Presjek Zice
obi¢no je okrugao, iako se u praksi upotrebljavaju i zavojne torzijske opruge s
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pravokutnim presjekom. Valjkaste zavojne torzijske opruge s okruglim presjekom se u
praksi najvise upotrebljavaju. Obzirom na smjer opterecenja dijele se na tlacne i vlacne

zavojne torzijske opruge.

Tlaénim zavojnim torzijskim oprugama - opterecenje djeluje u uzduZnom
(aksijalnom) smjeru tako da se opruga tla¢i (njena duzina se prilikom opterecenja
smanjuje). Obzirom da postoji opasnost od loma, prvenstveno kod duzih opruga, opruge
su vodene sa svornjakom za vodenje promjera Dd (unutarnje vodenje) ili s Cahurom za
vodenje s promjerom Dn (vanjsko vodenje). Za opruge moze se prilikom unutarnjeg
vodenja uzeti Da= (0,8 ... 0,9)-Dy, gdje je Duunutarnji promjer opruge, a prilikom
vanjskog vodenja Dn = (1,1 ... 1,2)-Dv, gdje je Dv vanjski promjer opruge. Tlatne zavojne

torzijske opruge mogu se izradivati u hladnom ili toplom stanju.

Vla€énim zavojnim torzijskim oprugama - sila djeluje u aksijalnom smjeru tako da
se opruga pod utjecajem te sile rasteZe (njena duzina se prilikom opterecenja povecava).

Izraduju se u hladnom ili toplom stanju.

Slika 10. Torzijske opruge

3.4.2. Opruge opterec¢ene na savijanje

Opruge optere¢ena na savijanje ili savojne opruge veé¢ prema svom obliku mogu
preuzimati sile (lisnate i tanjuraste opruge) ili momente savijanja (spiralne i zavojne

opruge).

Lisnate opruge s konstantnim presjekom - najjednostavniji primjer ovakve

opruge je konzolno ucvrScena lisnata opruga pravokutnog presjeka. Ako je opruga
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opterecena silom F koja djeluje na kraju opruge, moment savijanja na proizvoljnom

mjestu iznosi:
M,=F-x

Najveci moment savijanja nastaje na mjestu uévrséenja i ima odlu€ujuéi utjeca;j pri
dimenzioniranju opruge. Obzirom da su Sirina opruge i debljina po Citavoj duzini jednake,
zbog promjenljivog momenta savijanja mijenja se inaprezanje, pa materijal nije
optimalno iskoriSten. Zbog toga se ovakve opruge u praksi koriste samo za mala
optereCenja, prvenstveno u preciznoj mehanicikao  dodirne  opruge u
raznim sklopkama ili pritisne opruge zaruckei sli€no. Za izradu ovakvih opruga
prvenstveno se upotrebljavaju hladno valjane Ccelicne trake prema DIN 17 222

i legure bakra prema DIN 17 670.

Lisnate opruge jednake ¢vrstoée - jako su optereéene opruge i opruge za
cestovna [ Sinska vozila oblikovane Su tako da je uzduz
opruge naprezanje na savijanje priblizno konstantno. To znaci da se moment otpora na
savijanje presjeka opruge mijenja priblizno u istom odnosu kao i moment savijanja. Ako

je poprecni presjek opruge pravokutnik s momentom otpora na savijanje:

za postizanje gornje pretpostavke mora se uzduz opruge mijenjati Sirina ili debljina. Zbog
jednostavnije izrade opruzi se obi¢no u praksi mijenja Sirina, tako da se dobiva lisnata
opruga "jednake Cvrstoce". Ako se ova opruga razreze po Sirini na n jednakih listova koji
se poloze jedan na drugoga, dobiva se lisnata opruga jednake €vrstoce u sloju. Ako se
upotrijebe dvije lisnate opruge i krajevi pojedinih listova odgovarajuc¢e oblikuju dobiva se
prakticki oblik lisnate savojne opruge u sloju, takozvani gibanj, koji se Cesto upotrebljava
u cestovnim i Sinskim vozilima. Njegovo dobro svojstvo je Sto ublazava udare zbog
neravnog kolnika, Sto povoljno utjeCe na voZznju vozila. Lisnate opruge izraduju se
prvenstveno od toplo valjanih Celika za opruge prema DIN 17 221. Debljina listova i Sirina

listova lisnatih opruga standardizirane su prema DIN 4 620.
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Kako prilikom rada opruge ne bi doslo do poprecnog zamicanja, listovi su primjerno
oblikovani i pri¢vr§¢eni posebnim prstenom. Osim toga, listovi su po sredini opruge
medusobno povezani odgovaraju¢im dijelovima za pri¢vrScivanje, ¢ime se osigurava
jednakomjeran raspored opterecenja koje djeluje na pojedine listove. Gorniji list je nesto

produzen i oblikovan tako da se opruga moze primjereno pricvrstiti.

Slika 11. Lisnata opruga
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Slika 12. Jednostavne lisnate opruge konstantne debljine: a), b) jednokraka pravokutna,

odnosno trapezna, c), d) dvokraka pravokutna, odnosno trapezna.

Zavojna opruga - savijanja se upotrebljava prvenstveno kao povratna opruga u

raznim ru€icama i poklopcima. Jedan kraj opruge Cvrsto je u€vrSéen na odgovarajuce
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kuciste ili konzolu, a drugi kraj je pokretan skupa s rucicom ili poklopcem. U osnovhom
polozaju opruga ima prednaprezanje silom Fp, koje pritiS€e ruCicu ili poklopac na
odgovarajuci naslon. Prilikom aktiviranja opruge sila F, se poveca na radnu silu F, koja
osigurava okretanje rucice za Zeljeni kut a ili otvaranje poklopca. Nakon rasterecenja

opruga je opet opterecena silom Fp.

Slika 13. Zavojna opruga

Spiralne opruge su savojne opruge (optere¢ene na savijanje) namotane u
obliku Arhimedove spirale. Za izradu spiralnih opruga najCeSce se upotrebljavaju
okrugla zica za opruge prema DIN 17 223 i CeliCne trake od toplo valjanog celika za
opruge prema DIN 17 211. Opcenito se ove opruge koriste kod satnih mehanizama,
kazaljki mjernih instrumenata, elasti¢nih spojki i slicno. Krajevi spiralnih opruga vodeni su
s odgovarajuc¢im nastavcima, pri Cemu opterecCenje djeluje samo na vanjskom ili samo na
unutarnjem kraju. Pri opterecenju opruge pojedini navoji jednakomjerno se pomicu prema
srediStu opruge, tako da razmak izmedu navoja ostaje Citavo vrijeme jednak za sve
navoje. Ovisno o broju navoja i udaljenosti medu njima, takva opruga moze se okrenuti
za vrlo velike kutove (i za viSe navoja). Pri tome medu navojima mora jo$ uvijek ostati

odredena zrac¢nost jer bi u slu€aju doticanja navoja nastali preveliki gubici zbog trenja.
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Slika 14. Spiralna opruga

Tanjuraste opruge su stozasto oblikovani metalni prstenovi koji prenose
opterecenja u uzduznom (aksijalnom) smjeru. Najc¢eS¢e se upotrebljavaju kao pritisni
dijelovi u valjnim leZajevima, kao dijelovi upravljanja ventilima,
priguSivaci vibracija u strojevima za obradu i svugdje tamo gdje su zahtijevani
maniji progibi opruge pri velikim pogonskim silama. Ako se Zeli posti¢i veéi progib opruge,
nanize se visSe tanjura u stupac opruge, ali suprotno okrenutih. Pri tome tanjuri mogu u
stupac biti razmjesteni u razliitim kombinacijama. U takvim sluajevima potrebno je
razlikovati parametre stupca opruge od parametara pojedine opruge. Poveéanjem broja
suprotno okrenutih tanjura poveéava ukupan progib opruznog stupca, uz nepromijenjeno
opterecenje. S druge strane, s poveéanjem broja tanjura u pojedinom paketu uz
nepromijenjen ukupan progib, opteretivost opruge se proporcionalno povecava. Koja

mogucnost ¢e se odabrati ovisi 0 konstrukcijskim zahtjevima koriStenog stupca opruga.

Prilikom ugradivanja tanjurastih opruga u stupac opruga potrebno je uzimati u obzir
kako se dopustena odstupanja pojedinih opruga zbrajaju, $to mozZe kod vecih duzina
stupaca opruga dovesti do vecih odstupanja, te time do problema prilikom ugradnje
opruge. Zbog toga u praksi vrijedi preporuka prema kojoj je duzina neoptereéenog
opruznog stupca Lo < 3:D2, gdje je D vanjski promjer opruge. Pri ugradivanju tanjurastih
opruga u stupac opruga potrebno je osigurati dobro vodenje opruge, a to se

postize svornjakom za vodenje (unutarnje vodenje) ili tulicem za vodenje (vanjsko
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vodenje). U praksi se preporuCuje unutarnje vodenje. PovrSine dijelova za vodenje
(svornjaka ili ¢ahure) i sve nalijezne povrSine opruge trebaju po moguénosti biti
primjereno toplinsk obradene (preporucljivo je cementiranje do dubine = 0,8 mmi
kaljenje na tvrdo¢u najmanje 55 HRc). Takoder, povrsina dijelova za vodenje treba biti
glatka (preporuceno je precizno brusenje), ¢ime se smanjuje trenje u slu€aju dodira
prstena opruga i dijela za vodenje. U svakom slu€aju, izmedu dijelova za vodenje i

prstena opruge mora biti osigurana odredena zracnost.

Slika 15. Tanjurasta opruga

3.4.3. Opruge opterec¢ene na vlak i tlak

Od metalnih opruga u tu skupinu ubrajaju se samo prstenaste opruge koje sluze za
preuzimanje tlacnih vanjskih sila. Sli€no kao i tanjuraste i te opruge sastavljaju se od
dijelova (elemenata). To su razliito oblikovani vanjski i unutradnji prstenovi s
medusobnim dosjednim povrSinama zakoSenim prema osi pod stanovitim kutom. |zraduju

se od ugljikovih ¢elika s naknadnim kaljenjem.

Te opruge pod optere¢enjem dobivaju progib na taj nacin, $to se vanjski prstenovi
Sire, a unutrasnji stezu, pri ¢emu dolazi do klizanja njihovih povrSina jednih po drugima.
Pri tome se pojavljuju tangencijalna naprezanja na vlak u vanjskim, a na tlak u unutarnjim
prstenovima. U procesu je vazno i trenje. Zbog trenja pod opterecenjem, primljeni rad

opruge sastoji se od mehani¢kog rada utroSenog za elasti¢no deformiranje i rada
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utroSenog za svladavanije trenja, &iji rad opruga predaje kad se rastereti, maniji je od rada

kojega opruga proizvodi kod povratnog hoda opet za rad koji se pri tome utroSi na trenje.

Bitno je provjeriti i minimalnu zra¢nost medu susjednim vanjskim, odnosno
unutradnjim prstenovima, koja, da bi djelovanje opruge bilo osigurano, ne smije biti
prekoraCena u radu. Prigusni rad prstenastih opruga razmjerno je velik, a progib malen.
Osim toga, kad su ispravno podmazane, mogu raditi i do 5 godina bez nadzora. Zbog tih
svojstava mnogo se upotrebljavaju u odbojnicima zeljezni¢kih vozila a i za druge
namjene, na primjer u preSama, valjaoniCkim stanovima, rudarstvu, brodogradnji i

gradnji zrakoplova.

Slika 16. Vlacna opruga

Slika 17. Tla¢na opruga
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Gumene opruge upotrebljavaju se uglavnom za prigusenje titranja i udara, kao na
primjer opruge za temelje ili opruge uloZaka elasti¢nih spojki. Vulkanizirana guma izmedu
metalnih ploc¢a ili tuljaka, moze se opteretiti na odrez ili smik, a i na tlak. Guma (kaucu)
se ne moze stlaciti (komprimirati). Ona moze promijeniti svoj oblik, ali ne i obujam. Kada
bi gumu zatvorili sa svih strana, ona bi izgubila svoja elasti¢na svojstva. Da se olak3a
vulkaniziranje gumene mjesavine, dijelovi moraju biti priblizno jednake debljine, ali ne
suviSe debeli. Zbog zarezne osjetljivosti, treba izbjegavati ostre bridove (zaobljenja ili

rebra su povoljna).

Kao materijal se koristi prirodna guma, buna-S, perbunan-guma i druge. Buna i
perbunan su sinteticke gume (umjetna guma). Dugotrajnim djelovanjem svjetla, topline
i kisika guma stari i to tako da umjetna guma otvrdne, a prirodna omeks$a, uz stvaranje
napuklina. Vlaéna naprezanja pospjesuju starenje (vlatne opruge izbjegavati!). SintetiCka
guma je manje od prirodne gume osjetljiva na toplin, ulje i benzin. 1zmedu -20 °C i -
70 °C guma smrzava, postaje tvrda i krhka. Gume koje se koriste za opruge
imaju tvrdo¢u od 40 do 70 Shore-A. Od razli¢itih vrsta guma za opruge se upotrebljavaju
one koje imaju najveéu ¢vrsto¢u na vlak. Ti se materijali dijele u skupine prema tvrdoci
po Shoreovoj skali; razlikuju se tvrde, srednje i meke gume (s odgovaraju¢im tvrdo¢ama
po Shoreu od 80, 90, od 50 do 80 i manje od 50). O tvrdo¢i tih gumenih materijala ovisna

je i veli¢ina njihovih modula elasti¢nosti i klizanja.

Slika 18. Gumena opruga
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4. MJERNI UREDAJ S JEDNIM STUPNJEM SLOBODE

Za izradu postolja koristila se Zeljezna kvadratna cijev. Donji dio postolja dugaCak
je ~800mm u obliku velikog slova H, na njegovim krajevima okomito su postavljene dvije
cijevi duzine ~400mm. Na njima se nalazi fini komad drveta valjkastog oblika
prepolovljenom na pola zbog finijeg prelaska uzeta pod utjecajem optere€enja od strane
utega, uzad su pric¢vrS€ena na vanjskoj strani.

Radi dodatne stabilnosti zavarene su dvije cijevi jedna sa svake strane. Zbog
smanjena linearnih vibracija na dvije okomito postavljenje cijevi dodatno su pri¢vr§cene
vijcima dvije cijevi duzine ~1000mm koje su na vrhu zavarene za manju cijev duzine od
~150mm do ~200mm. Na sredini donjeg dijela postolja okomito se smjestila valjkasta
cijev duzine ~500mm na koju je smjesteno sjediSte za utege i lezajevi na koje je spojeno

uZe i pripadajuce opruge.

Slika 19. Mjerni uredaj: detalj utega i spoja s oprugama
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Slika 20. Pogled na cijeli mjerni uredaj
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Uteg je tijelo odredene mase koje sluzi za uravnotezenje neke naprave ili kao mjera
mase mjernoga uredaja. Materijal utega i oblik utega su dva najstroza tehni¢ka propisa
koje moraju zadovoljiti utezi kako bi bili standardiziriani odnosno kako bi mogli biti svrstani
u odredeni razred toCnosti utega. Utezi razreda E su utezi najvece kvalitete i toCnosti i
takvi utezi moraju biti napravljeni od posebnih materijala koji su dugotrajniji i
otporniji. Tvrdo¢a materijala i njegova otpornost na habanje moraju biti najmanje jednake

tvrdodi i otpornosti.

Slika 21. Uteg (koristeno u izradi prakticnog djela)
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5. JEDNADZBE GIBANJA

Jednadzba gibanja je svaka fizikalna jednadzZba kojom se opisuje neko gibanje.
Za materijalnu Cesticu ili mnoStvo Cestica jednadzba gibanja temelji se na drugome

Newtonovu zakonu gibanja:
F=m-a

prema kojem se iz izraCunanog ili izmjerenog ubrzanja a uvijek moze odrediti sila F koja
djeluje na Cesticu mase m (dinamicki sustavi). Najjednostavniji je oblik jednadzbe

gibanja:

ma=ZFU

i#j

pri ¢emu se stvarne sile koje djeluju na tijelo u smjeru ubrzanja a uraCunavaju s
pozitivnim, a one suprotnoga smjera s negativnim predznakom. Za dva tijela jednadzbe

gibanja glase:
my - a; = Fi
my - a; = Fpy

gdje je iskoridten tre¢i Newtonov aksiom sile F12 i protusile — F21, koje su izmedu dvaju
tijela jednako velike, ali imaju suprotan smjer. Jednadzbe gibanja za sustav vezanih

Cestica piSu se na temelju D’Alembertova nacela.

Newtonove jednadzbe gibanja jedne ili mnostva Cestica u opéim koordinatama
sustava i komponentama brzine Lagrangeove su  generalizirane jednadZzbe,
odnosno Hamiltonove kanonske jednadzbe gibanja, ako se koristi Hamiltonova funkcija
sustava (energetsko stanje) ovisna o opcim impulsima i prostornim koordinatama.
Prijelaz na kvantnu mehaniku provodi se tako da se opce koordinate impulsa i prostora
zamijene matricama ili kvantnomehanic¢kim operatorima. RelativistiCke jednadzbe
gibanja Cestica piSu se s pomocu Cetverovektora brzine i akceleracije, kao invarijantne

jednadzbe gibanja u ¢etverodimenzionalnome prostoru.
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5.1. Runge - Kutta metoda

Runge-Kutta metode su obitelj iterativnih metoda, koje se koriste za priblizavanje
rieSenja uobiCajenih diferencijalnih jednadzbi. Takve metode koriste diskretizaciju za
izraCunavanje rjeSenja u malim koracima. Aproksimacija "sljedec¢eg koraka" izraCunava

se iz prethodnog, zbrajanjem s izraza.

S
yn+1=yn+thiki

i=1

Metoda Runge-Kutta Cetvrtog reda, takoder poznata i kao "RK4" ili "metoda Runge-
Kutta", jedna je od najpopularnijih metoda rjeSavanja. Omogucuje vrlo dobru ravnotezu
izmedu racunskih troSkova i to€nosti. Koristi se kao nacin rjeSavanja u mnogim
programima, ukljuCujuci SciPy, JuliaDiffEq, Matlab, Octave i Mathematica. Preko metoda
Cetvrtog reda, dobitak u toénosti nadoknaduje se sloZzeno$c¢u. Za RK1 do RK4 potreban
je broj koraka (ili stupnjeva) isti kao i redoslijed, ali ne vrijedi za verzije viSeg reda (npr.
RK4: 4 koraka, RK5: 6 koraka). Kao §to smo spomenuli Runge-Kutta je skup metoda.
Slu€aj n-reda zahtjeva slobodne parametre, po jedan za svaku fazu implementacije,
takoder poznat kao Butcher tableau. RK1, s jednom fazom, jednak je Eulerovoj metodi.
RK2, s dvije etape, mozZe se implementirati kao Heunova metoda, Metoda srednjeg toka

ili Ralstonova metoda, ovisno o tablici.

31



Slika 22. Grafi¢ko objaSnjenje RK 4 metode

Pocinjemo od tocke y = f (xi) i zelimo pribliziti f (xi + h)

Korak 1:

Pocnite od y, s poCetnom aproksimacijom k1 iz Eulerove metode, pronalazedi k2.
Korak 2:

Zapocnite s y od k2 i ponovno procijenite u sredini, pronalazeci k3.

Korak 3:

ZapocCnite s y od k3 i procijenite na krajnjoj toCki pronalazeci k4.

Korak 4:

Aproksimacija sljedeceg koraka dana je ponderiranim prosjekom ove Cetiri k vrijednosti

h
yn+1=yn+€(k1+2k2+2k3+k4,

t,+1=t,+h
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5.2. Adams - Bashforth / Adams — Moulton metode

Adamove metode temelje se na ideji priblizavanja integrala polinomu u intervalu (tn,
tn+1). KoriStenje polinoma kth reda rezultira metodom k + 1 reda. Postoje dvije vrste
Adamovih metoda, eksplicitna i implicitna vrsta. Eksplicitni tip naziva se metodama

Adams-Bashforth (AB), a implicitni tip naziva se metodama Adams-Moulton (AM).

Metode AB i AM prvog reda su jednostavno napredna i nazadna Eulerova metoda.
Verzije drugog reda (dobivene koristenjem linearnog interpolanta) ovih metoda su prili¢no

popularne. Adams-Bashforth (AB2) metoda drugog reda je dana pomocu

h
Yn+1 = Yn T E Bf Yt — f(yn—ll tn—l))

Imajte na umu da je metoda AB2 izrigita i stoga samo uvjetno stabilna. Stovise, metoda

AB2 zahtijeva rjeSenje iz n-1 i n-tog koraka da bi se pronaslo rjeSenje na n + 1 koraku.
Adams-Moulton (AM2) drugog reda implicitna je tehnika koja se ponekad naziva i

trapezoidnim pravilom. Vremenska jednadzba za AM2 dana je s

h
Yn+1 = Yn T E (f On+1r e + f(ynr tn))

Ovo je mnogo skuplje u usporedbi s eksplicitnom metodom AB2. Medutim, buduci da je
implicitna tehnika, AM2 ne trpi numeri¢ku nestabilnost, AB2 je za relativho velike
vrijednosti vremenskog koraka. JoS jednom, rijeC je 0 zamjeni izmedu stabilnosti i

racunskih troSkova, jer su i AM2 i AB2 drugog reda tocni.
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5.3. Jednadzba gibanja i utjecaj otpora za opisani mjerni uredaj

Y

ubrzanje
i
- - - mi §

"
- \3

Slika 23. Sile na utegu

For = u*Fy
Fi =c¢ Al
F, = ¢, * Al,

F, = (F, — F;) cos

ZFyzO

(Fy + F,) xsin < + (F, — F;) * cos < * u = ma + mg (Jednadzba gibanja)
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6. NUMERICKE METODE RJESAVANJA VIBRACIJE KRUTIH TIJELA

6.1. Eksplicitna integracija

Jedna od numerickih metoda integracije je eksplicitna metoda. Sastoji se o
toga da se predvidi stanje u trenutku t+At na osnovu poznatog stanja u tom trenutku t.
U metodi eksplicitne integracije nije potrebo racunati matricu krutosti. Na prvu se to moze
Ciniti dobro, no upravo je to razlog samo uvjetne stabilnosti ove metode. Kako bi se
zadovoljili uvjeti stabilnosti eksplicitne metode, korak integracije mora biti dovoljno mali
Sto diktira veli€ina najmanjeg konac¢nog elementa. NajCeSce se koristi za kratke analize
(npr. udarac, sudar, nepravilnosti i sli€no). Kada se govori o integracijiskoj jednadzbi
gibanja za sustave diskretizirane konacnim elementima, medu najpoznatijim eksplicitnim
metodama integracije je metoda centralnih razlika. Aproksimacija prve i druge derivacije
pomaka po vremenu se metodom srediSnjih razlika mogu pisati u obliku:

1 e4dae L iilae
u=—(Uu 2" —u 2
At( )

1
E (ut+At _ ut)

1
’at+§At —

6.2. Metoda centralnih razlika

Ova metoda najceSce se koristi kada se moze izraziti dijagonalna matrica
masa i time efikasno, uz relativno mali korak diskretizacije provoditi integracija uz
zanemarivanje prigusenja. Kod metode centralnih razlika ne treba raCunati matricu
krutosti Citavog sklopa konacCnih elemenata, jer se moze rjeSavati na nivou elementa,
¢ime se efektivno mogu rjeSavati sustavi velikog reda. Nedostatak eksplicitne metode je
to, da bi se postigla stabilnost rjeSenja, korak integracije mora biti dovoljno malen, tj. mora
biti zadovoljen odreden uvjet gdje je Tn — najmanji period oscilacije sklopa konacnih
elemenata, a n - broj stupnjeva slobode. Metoda centralnih razlika nema nikakvo

numericko prigusenje sto pri odabiru jako malog moze rezultirati velikim oscilacijama u
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vremenskoj domeni zbog obuhvacanja fenomena pojave jako visokih frekvencija. Prikaz

jednadzbe glasi:
At S Atk‘r = 7

6.3. Newtonova metoda

Newtonova metoda je jedna od najpoznatija metoda za numeri¢ko rjeSavanje
jednadtba. Newtonova metoda je metoda drugog reda to€nosti, Sto u praksi zna€i da se
sa svakom integracijom udvostru€ava broj znac€ajnih rjeSenja. Ipak, veoma je vatno da
poCetna aproksimacija bude Sto blite rjeSenju, poSto se mote dogoditi da procedura
konvergira prema nekom drugom korijenu ili da divergira. Ipak, prilikom koriStenja
Newtonove metode treba imati na umu da je za neke funkcije vrlo teSko analiticki
izraCunati prvi izvod, a za neke funkcije to u opce nije moguée. Ova metoda je originalno
predstavljena kao bezuvjetno stabilna integracijska shema s konstantnim prosjeénim
ubrzanjem i u tom slu€aju je a=1/4 te 6=1/2 . Ukoliko nije moguc prvi izvod Newtonove
metode, u takvim slu€ajevima koriste se neke druge metode, kao $to je modifikovana

Newtonova metoda.

fix)

Slika 24. Grafi¢ki prikaz Newtonove metode.
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6.4. Eulerova metoda

Eulerova metoda predstavlja najjednostavniju metodu za rjeSavanje inicijalnog

problema oblika:

vy =fy), y =y,

Eulerova metoda je metoda prvog reda, jer se u donjoj jednadzbi pojavljuje
prva potencija od h. To u ujedino znaci da je Eulerova metoda nije jako toCna i sporo
kovengira prema rjeSenju, a oblik jednadzbe je:

h) —
YEXD YO £,y ) = o)

Razlikujemo dvije metode implicitnu i eksplicitnu Eulerovu metodu.
6.4.1. Implicitna Eulerova metoda

Formula za implicitnu Eulerovu metodu se dobiva ako se promatra toCka sa
indeksom (n+1) i u njoj primijeni formula za diferenciranje unazad, pa se dobije konacan

gotovi oblik implicitne Eulerove metode:

Yn+1 = Yn t+ hf(tn+1' yn+1)

Osnovne karakteristike implicitne Eulorove metode su:
e Potrebna je samo jedna poznata toCka, pa metoda spada u
jednokoracne metode
e Potrebo je sam jedno izraunavanje izvoda funkcije po koraku
e Vrijednost yn+1 zavisi od vrijednosti fn+1, pa je metoda implicitna
e Moze se pokazati da je greSka izraCunavanja vrijednosti yn+1 drugog

reda, pa je greSka koja se akumulira nakon n koraka, prvog reda
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6.4.2. Eksplicitna Eulerova metoda

Formula za eksplicitnu Eulerovu metodu se moze dobiti iz jednadzbe
Cauchyjevog problema, ako se prvi izvod aproksimira pomoc¢u formule za diferenciranje

unaprijed, dobije se konacni gotovi oblik eksplicitne Eulerove metode:

Yn+1 = Yn + R f(tn Yn)
Osnovne karakteristike eksplicithe Eulerove metode

e potrebna je samo jedna poznata toCka, pa metoda spada u jednokoracne metode
(metode jedne poznate tocke)

e potrebno je samo jedno izraCunavanje izvoda funkcije po koraku

« metoda je eksplicitna, jer f,, = f(t,, ¥,) ne zavise od y,

e moze se pokazati da je greSka izraCunavanja vrijednosti y,,..; drugog reda (ova
gresSka se pravi u svakom iterativnom koraku i naziva se lokalna greska), pa je

greSka koja se akumulira nakon n koraka, (tzv. globalna greska) prvog reda

6.5. Numeri¢ka metoda rjeSavanja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzba

Diferencijalne jednadzbe viSeg reda mogu se svesti u sustav diferencijalnih
jednadzbi prvog reda. Na taj nacin, obje vrste problema se mogu numericki rjesiti na isti
nacin, tj. koriStenjem istih metoda. Svaka od diferencijalnih jednadzbi u sustavu
jednadzba se moze rijesiti kao pojedina¢na diferencijalna jednaztba koristecCi razliCite
numeriCke metode. Jedina razlika je u tome Sto se mora voditi posebna paZnja o

redosljedu racunanja. Takoder, veli€ina koraka mora biti jednaka za sve jednadzbe.
y' =ftyz)

z' = f(ty,2)
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6.6. Metoda pretpostavljenog rjesenja

Jedna od najstarijih metoda rjeSavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi je
metoda pretpostavljenog rjeSenja. U toj metodi pretpostavlja se oblik rjeSenja
diferencijalne jednadzbe prema ocCekivanom obliku, parametrima jednadzbe i fizici
problema. U jednokoracnim metodama je cilj pronaci dovoljno dobro rjeSenje, za
primjerice pomak, nakon jednog vremenskog koraka koristeci podatke iz trenutnog, dok
se u visekoracnim metodama koriste podaci iz nekoliko prethodnih koraka, $to doprinosti
to¢nosti i stabilnosti metode. ViSekoraChe metode imaju zna€ajnu prednost u slucaju
racunanja vibracijskog odziva sustava u mnogo ciklusa, jer se greSka u svakom koraku
moze pribrajati gresci prethodnog koraka, ako metoda nema dobro postavljenu kontrolu

greske.
6.7. KonvergencijarjeSenja u svakom vremenskom koraku

Za rjeSavanje vibracijskog odziva je kao najjednostavnija metoda odabrana
eksplicitna Eulerova metoda. U svakom vremenskom koraku proradun je proveden

iterativno, po principu prediktor — korektor.

v
i+1(2)
4 v he
o hr-]i.ﬂ
c
.
[’ (! [

Slika 25. Konvergencija rjeSenja za poloZaj u viemenskom koraku i+1
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m=0,05 k=1,028

Vrijeme Vrijeme

0,040395
0,05985

0,089033
0,127944
0,147399
0,155667
0,144869
0,125943
0,088092
0,059704
0,040779

\rijeme
0,150231
0,142407
0,123997
0,087178
0,059563
0,041153
0,028266
0,01722
0,009856
0,005254

Vrijeme
0,041516
0,018235
0,011072
0,006595
0,0057
0,006595
0,011072
0,018235
0,02898
0,041516
0,059425

0.014
0.026
0.04
0.06

0.13
0.15
0,1585

=

=
i
(5]
L2
L

=
IIIIIIIIIIIIIIIII%IIIIH%iI

0,155667 0,027531 0,086287
0,147399 0,016176 0,122104
0,127944 0,008606 0,140013
0,089033 0,003875 0,147624
0,05985 0,002928 0,137684
0,026776 0,003875 0,120263
0,015103 0,008606 0,085422
0,007321 0,016176 0,059291
0,002457 0,027531 0,04187
0,001484 0,040779 0,029676
0,002457 0,059704 0,019223
0,007321 0,088092 0,012255
0,015103 0,125943 0,0079
0,026776 0,144869 0,007029

Slika 26. Parametri za dobivanje vibracijskog odziva
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vrijeme, t, s
0 0102 03 04 05 06 07 08 09 1 11 1,2 13 14 1,5 16 1,7 1,8 19 2 21 22

0,02
0,04
0,06
0,08

0,1
0,12
0,14
0,16
0,18

0,2

vertikalni pomak, s, m

Slika 27. Utjecaj otpora na vodilici na vibracijski odziv

Rezultat u dijagramu je dobiven primjenom jednokoracne prediktor — korektor
metode temeljene na Eulerovoj eksplicitnoj metodi kao prediktor izracunu. Konvergencija
je provjerena smanjenjem vremenskog koraka do vrijednosti za koju rjeSenje nije
mijenjalo vise od 1% prema prethodnom vremenskom koraku. Vrijednost faktora otpora
je odaberen prema podacima o suhom trenju Celika na Celiku s odredenim parametrima

stanja povrSine i podmazanom stanju povrsine.
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7. ZAKLJUCAK

Zadatka ovog rada je procjena utjecaja otpora kotrljanja na vodilici na vibracijski
odziv. U ovom zavrSnom radu opisana je funkcija, glavni dijelovi i podrucije mjerenja
ispitnog postolja. Opisani su djelovi samog sklopa koriStenog u praktichom djelu rada.
Takoder je prikazan utjecaj otpora kotrljanja na gibanje utega odnosno jednadzbu
gibanja, te numerickom metodom analiziran odziv za slu€aj idealnog i realnog vodenja s
paramteski postavijenom bo¢nom silom na vodilici. OCekivano je da je s povecCanjem
faktora otpora na vodilici smanjuju se amplitude i produljuje period. Rezultat je dobiven
pomocu koristenja Eulerove eksplicithne metode. Plan je provesti mjerenje na stvarnom

uredaju.
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