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SAZETAK

Zavrsni rad prikazuje primjene linearnog programiranja u strojarstvu. Obradeni su
problemi optimalnog proizvodnog programa, modeliranje smjese, problemi poslovnog
udruzivanja, transportni problem te problem rasporedivanja. Osim teorijskog objasnjenja
navedenih problema, definirani su i matemati¢ki modeli ¢ije je rjeSavanje obavljeno
pomocu alata RjeSava¢ u MS Excel-u. Ovisno o vrsti problema, ciljevi rjeSavanja su
razliCiti: maksimalna dobit, minimalni troSak, maksimalno iskoriStenje resursa te

minimalno vrijeme proizvodnje.

KLJUCNE RIJECI
Linearno programiranje, optimalni proizvodni program, modeliranje smjese, poslovno

udruzivanje, transportni problem, problem rasporedivanja, MS Excel



SUMMARY

The final paper presents applications of linear programming in mechanical engineering.
Addressed are the problems of optimal production program, mixture modeling, business
association problem, transportation problem and scheduling problem. In addition to the
theoretical explanation of the above problems, mathematical models were also defined
whose solution was performed using the Solver tool in MS Excel. Depending on the type
of problem, the solution goals are different: maximum profit, minimum cost, maximum

utilization of resources and minimum production time.

KEY WORDS

Linear programming, optimal production program, model of mixtures, business

association, transportation problem, scheduling problem, MS Excel
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1. UVOD

Tema ovog zavrSnog rada je prikaz problema linearnog programiranja u strojarstvu.
Linearno programiranje promatra probleme u kojima se linearna funkcija cilja mora
optimizirati (maksimizirati ili minimizirati) uz ograni¢enja dana u obliku nejednadzbi.
Proizvodnja se najc¢e$¢e optimizira radi postizanja maksimalne dobiti, ali funkcije cilja
mogu biti i minimalni troskovi izrade, maksimalno iskoriStenje resursa, minimalni
troskovi transporta, maksimalna proizvodnja i sl. Svrha poslovnog udruzivanja je
postizanje bolje produktivnosti, odnosno vece dobiti. Poduzeca koja su se udruzila imat
¢e zajednicki kapacitet s kojim moraju raspolagati, a najéeS¢e Ce to biti zajednicki
materijal. Modeliranje smjese se najée$ce javlja u metalurgiji pri proizvodnji legura te je
potrebno na osnovi raspolozivih sirovina i minimalnih ili maksimalnih zahtjeva sadrzaja
komponenti u smjesi odrediti optimalni udio sirovina uz ostvarenje minimalnih ukupnih
troskova. Kod transportnog problema potrebno je transportirati materijal, proizvode,
sklopove i sl. do odrediSta uz minimalne transportne troskove. Problem rasporedivanja je
specijalni slu¢aj transportnog problema te su njegova rjesenja uvijek 0 ili 1, tocnije

binarna.



2. LINEARNO PROGRAMIRANJE

Linearno programiranje je grana matematike koja se bavi problemom optimizacije
sustava unutar zadanih ogranicenja [1]. Njome se pokusava posti¢i najbolji ishod (npr.
maksimalni profit ili minimalni tro$ak) u nekom matematickom modelu ¢iji su uvjeti

iskazani linearno.

Vidimo da je uz definiranje pojma linearnog programiranja i njegovih ciljeva, potrebno
razumjeti i pojam optimizacije: “Optimiranje (prema lat. optimus: najbolji), matematicki
je postupak kojim se pri projektiranju ili vodenju promatranog sustava ostvaruje
(odreduje) najbolji moguéi izbor ekonomskih i (ili) tehni¢kih veli¢ina na temelju

odabranih kriterija.” [2]

Optimizacijske tehnike ili modeli, u opéem smislu, oznacavaju procese pronalaska
maksimalne ili minimalne vrijednosti funkcije promatranog procesa. Taj proces definiran
je 1 ogranicen ulaznim varijablama koje utjeCu na problem koji se rjeSava, te se raznim
metodama pokusava pronaci najbolji slucaj kako bi se postigla zeljena vrijednost funkcije
cilja, ovisno o kriteriju koji ju odreduje. U praksi, najéeséi ciljevi optimizacije usmjereni
su postizanju maksimalne dobiti ili minimalne potro$nje, a konkretno strojarski inzenjeri

¢e linearno programiranje najcescée koristiti za:

e odredivanje koli¢ina proizvoda (koje je moguce izraditi s raspolozivim resursima
1 prodati po aktualnim cijenama) s kojima se postize maksimalna dobit,

e odredivanje plana proizvodnje (koja se moze ostvariti s raspoloZivim resursima
uz aktualne troSkove) s kojima se postizu minimalni tro§kovi,

e odredivanje koli¢ine sirovine (odredenih svojstava) ¢ijim se mijeSanjem formiraju
proizvodi (razli¢itih sastava i cijena) uz maksimalnu dobit,

e odredivanje koli¢ina sirovina (razliCitih sastava i cijena) Cijim se mijeSanjem

formira proizvod (odredenih svojstava) uz minimalne troskove. [3]

Tehniku linearnog programiranja je prvi razvio Leonid Kantorovich 1939. godine kako
bi za vrijeme 1l. svjetskog rata planirao troskove i zaradu i tako smanjio troskove vojske
i povecao gubitke neprijatelja. Ta tehnika nije bila dostupna $iroj javnosti i zbog toga nije
bila koriStena u rjeSavanju svakodnevnih problema sve do 1947. godine kada je George

B. Dantzig objavio simpleks metodu, a John von Neumann razvio teoriju dualnosti kao



rjesenje problema linearnog programiranja i primijenio je u podrucju teorije igara. Nakon
rata, mnoge su industrije pronasle korist linearne optimizacije (u koju se ubrajaju i tehnike

rjeSavanja problema pomocu linearnog programiranja) u svakodnevnim planiranjima
troskova i zarade [4].

2.1. Matematicki model linearnog programiranja

Da bi se problem mogao rijesiti metodom linearnog programiranja, potrebno je
promatrani proces napisati u matematiCkom obliku, odnosno pretvoriti Stvarne
informacije (tehnicke, ekonomske) u matematicke ovisnosti pomoc¢u simbola i varijabli,
a time 1 ustanoviti matematicki model procesa.

Matematicki model sastoji se od funkcije cilja, ograni¢enja i uvjeta nenegativnosti. [3]

Funkcija cilja ima oblik:

n
F= Optz Cj*Xj = opt(CT - X) > MAX(MIN) (21-1)
j=1

gdje je: cj— j-ti koeficijent funkcije cilja (jedini¢ni troSak ili jedini¢na cijena)
C - [cy, C2...cn] jednodimenzionalni vektor koeficijenata funkcije cilja
Xj — promjenjiva veli¢ina (koli¢ina)
X - [X1, X2..%n] jednodimenzionalni vektor promjenjivih veli¢ina
n — broj promjenjivih veli¢ina
opt - znaci da treba odrediti skup vrijednosti promjenjivih veli¢ina kojima se postize

maksimalna ili minimalna vrijednost funkcije cilja F uz zadana ogranicenja



Ogranicenja imaju oblik:

(a;j-x;) < (ili 2)b; & A-X < (ili =)B (2.1-2)

n
=1

J

gdje je: aj - Iij-ti koeficijent skupa ograniCenja (A matrica tipa mxn)

bi — i-ti slobodni ¢lan ograni¢enja (M komponenti)

Primjeri ogranicenja su broj radnika, koli¢ina materijala na skladiStu, raspolozivost
strojeva, trziSna potraznja i drugi. Jednadzbe ograniCenja takoder imaju linearnu

karakteristiku.

Uvjet nenegativnosti :

X1,X2, 0y Xp =0 (2.1-3)

znaci da sve varijable moraju biti vece ili jednake nuli.

Osim uvjeta nenegativnosti, postoji i uvjet realne vrijednosti koeficijenata i slobodnih

¢lanova:
Cj, aij €R
gdje je: R — skup realnih brojeva

Formalnim se postupkom linearnog programiranja trazi aktualni optimum (maksimum,
opt=max ili minimum, opt=min) za zadanu linearnu funkciju cilja (2.1-1) s n promjenjivih
veli¢ina, uz zadovoljavanje m linearnih ograni¢enja vrijednosti promjenjivih veli¢ina
(2.1-2). Moguce je n>m, n=m ili n<m, a postupak linearnog programiranja moguce je
provesti na vi$e nacina. U nastavku je dan jedan jednostavan primjer kako se odreduje

matemati¢ki model linearnog programiranja.



Primjer: [3]

Tvrtka moze proizvoditi dva proizvoda (P11 P2) u Cetiri pogona (I, II, III i IV) koji su

specijalizirani za proizvodnju — pogoni | i Il za proizvode tipa P1, pogoni Il i IV za

proizvode tipa P2. Za proizvodnju je potrebna radna snaga i dvije vrste sirovina (S1 i S2).

Proizvodno-ekonomski pokazatelji su dati u tablici. Potrebno je odrediti optimalni

mjesecni plan proizvodnje.

Tablica 1. Proizvodno ekonomski pokazatelji za izradu proizvoda

Proizvod P1 Proizvod P Mjesecni raspolozivi
resursi
Pogon | | Pogon Il | Pogon Il | Pogon IV
Radna shaga, h/t, 5 3 5 7 520 [h]
Sirovina Sy, tsi/tp 5 7 9 15 650 [ts1]
Sirovina Sz, tsa/tp 9 7 5 3 620 [tsz]
Jedini¢na dobit, kn/tp 900 700 900 1500

U tablici su s tsi/tp i ts2/tp izraZene mase sirovina U tonama za tonu proizvoda, oznaka h/tp

prikazuje koliko je utro$eno sati po toni proizvoda dok je kn/t, 0znaka za dobit po toni u

kunama.

Funkcija cilja:

F = max(900x, + 700x, + 900x; + 1500x,)
X

gdje X1, X2, X3 X4 oznac¢avaju nepoznatu koli¢inu proizvoda u tonama po pogonima




Ogranicenja:

Kako za jedinicu proizvoda P1 pogona I treba utrositi 5 sati rada, to znaci da za x1 jedinica
proizvoda treba utro$iti 5xi sati rada. Isto vrijedi i za pogone I, 11 i IV te dobivamo

ogranicenje:

5x; + 3x, + 5x3 + 7x4 < 520

Na isti nacin dobivamo i ogranienja vezana za sirovine S1 1 S2:
5x; + 7x, + 9x3 + 15x, < 650

9x1 + 7x5 + 5x3 + 3x4 < 620

X1,X2,X3,X4 =0

Na kraju dobivamo rjeSenja:

x, =61 F =89500 kn
x, =0
x3 =10
X4 = 23

Sto znaci da je optimalni mjesecni plan proizvodnje 89 500 kn.



2.2. Vrste problema i primjena linearnog programiranja u strojarstvu

Kao sto je i navedeno, razlozi optimiranja procesa mogu biti raznovrsni, ali ve¢ina analiza
se provodi s ciljem smanjenja troskova, odnosno maksimiziranja dobiti. Optimizacijske
se metode, unutar strojarskog podrué¢ja djelovanja, primjenjuju prilikom rjesavanja pet
osnovnih problema: optimalni proizvodni program, modeliranje smjese, poslovno

udruzivanje, transportni problem i problem rasporedivanja.

2.2.1. Optimalni proizvodni program

Optimalni proizvodni program podrazumijeva uc¢inkovito koristenje resursa proizvodnje,
najcesce s ciljem postizanja maksimalne dobiti ili najmanjih gubitaka. Funkcija cilja se
definira tako da se postizu maksimalni uvjeti proizvodnosti, uz najmanje cjenovne
gubitke. Funkcije cilja su naj¢eSce: maksimalna iskoristivost kapaciteta strojeva,
maksimalna produktivnost, minimalna cijena izrade, maksimalna dobit itd.

Prilikom optimiranja ogranienja predstavljaju ljudske resurse, trziste, raspolozivost

strojeva i dr.

2.2.2. Modeliranje smjese

Ovakve vrste problema najéesce se pojavljuju u metalurgiji, prilikom proizvodnje legura
s odredenim udjelom legiranih elemenata. Da bi se dobio odredeni sastav legure, odreduju
se koli¢ine sirovina, s unaprijed poznatim sastavima, koje su potrebne da bi se osigurala
potrebna kvaliteta. Modeliranje smjesa javljala se i u drugim industrijama, primjerice
farmaceutskoj pri odredivanju proizvodnje lijekova, zatim prehrambenoj industriji,

gradevinskoj itd.

2.2.3. Problemi poslovnog udruzivanja

Radi povecanja konkurentnosti, dva ili viSe poduze¢a mogu se odlu¢iti djelomi¢no dijeliti

resurse. To Cesto ukljucuje medusobno koristenje strojnih kapaciteta ili materijala. Tako



se Cesto matematickim modelom odreduje npr. broj proizvedenih dijelova u odredenom
poduzecu, pri ¢emu funkcija cilja moze biti maksimalna dobit, maksimalno iskoriStenje

materijala ili kapaciteta 1 slicno.

2.2.4. Transportni problemi

Transport materijala ili proizvoda, od poznatih tocaka i cijene transporta moguce je
optimizirati metodama linearnog programiranja. Pri tome Kriteriji, osim minimalnih

troskova, mogu biti i minimalni prijedeni put, minimalno vrijeme prijevoza itd.

2.2.5. Problem rasporedivanja

Ovaj problem odnosi se prvenstveno na raspodjelu radnika, $to se ¢ini ovisno o nNjegovoj
uc¢inkovitosti, kvaliteti rada (proizvoda), dostupnosti, koli¢ini proizvedenog $karta itd.
Problem se razlikuje od prethodno navedenih po tome Sto su rjeSenja binarnog tipa,

odnosno kao rjeSenje se mogu pojaviti samo brojevi 01 1.



3. ALAT ZA RJESAVANJE U MS EXCEL-u

Microsoft Excel je program integriran u sustav Microsoft Office te je jedan od
najpopularnijih programa za tablicno racunanje. Na trziste je prvi put plasiran 1982.g.
pod nazivom Multiplan, a 1985.g. dobiva naziv Excel. [5] MS Excel sluzi za
organiziranje, raCunanje i analiziranje podataka. Takoder moze posluziti i za izradu

jednostavnijih baza podataka.

Radna knjiga (Book) je osnovna datoteka MS Excela, a sastoji se od radnih listova (Sheet),
a svaki radni list se sastoji od ¢Celija (Cells). Jedna celija se nalazi na presjeku stupca
ozna¢enog slovom i retka oznaCenog brojem te se tako i adresira. Celija predstavlja
osnovu za upis podataka i formula, koji se mogu uredivati na traci formule. Traka

formula, radna knjiga, radni listovi i ¢elije su upravo karakteristike po kojima je MS Excel

prepoznatljiv.
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Slika 1. Sucelje Microsoft Excela

Uz primarne funkcije MS Excel ima i alate za rjeSavanje problema. Jedan od tih alata kao
dodatak Excelu je i Alat za rjeSavanje (Solver) kao alat za optimizaciju te alat Analiza

podataka (Data Analysis) za statisticku obradu podataka.



Da bi se prethodno navedena dva alata mogla Koristiti, potrebno ih je prvo instalirati i
aktivirati. Taj postupak se provodi tako da se u izborniku Datoteka (File), izabere

Mogucénosti (Options) (Slika 2. Aktiviranje alata Solver; odabir Options na dnu izbornika
File).

Protect Workbook
Control what ypes of changes peaple can make ta this werkbook.
Protect
Workbook -
Inspect Workbook
1 Belfore tans
Chackifor: D absohute path
Tssues - -
Content that people with dabiltes find difficultta resd
Manage Workbook
Q Checkin, check out, and recover unsaved changes,
Manage Y There are no unsaved changes.
Workbook -
@ Browser View Options
~Q Pick what users can see when this workbiook is viewed an the Web.
Browser View
Option

Slika 2. Aktiviranje alata Solver; odabir Options na dnu izbornika File

U kartici Mogu¢nosti (Options) potrebno je s lijeve strane odabrati kategoriju Dodaci
(Add-Ins). Pri dnu kartice Moguénosti obavezno je u okviru Upravljanje (Manage)
oznaciti stavku Dodaci programa Excel (Excel Add-ins), a zatim izabrati naredbu 1di (Go).
(Slika 3. Dijaloski okvir Excel Options s okvirom Add-Ins) [6]
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Slika 3. Dijaloski okvir Excel Options s okvirom Add-Ins
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Nakon instaliranja i aktiviranja programskih dodataka, u izborniku Podaci (Data),
dostupni su alati Alat za rjeSavanje (Solver) i Analiza podataka (Data Analysis) sto je

prikazano na Slika 4. Alat za rjesavanje i Analiza podataka

=] : Book1 - Excel = - X

File Home Insert Page Layaut Formulas Review  View @ Tell me what you want to do... Siqnin £ Share

&= [ show Queries [2] Connections Clear v = Flash Fill E-s Consolidate 2H Group ~ ~ Data Analysis
Bl | "By P i Ee 5 [ =Horow - s
[ From Table ® [ properties Reapply B-ARemove Duplicates T Relationships . 48 Ungroup - 2, Solver

Get Bxternal  New Refresh z| Sott  Filter Text to What-If Forecast
Datar  Query- LGRecentSources g, [ EditLinks 1 Vo advanced  Columns S5 DataValidation ~ [ Manage Data Model  pnalycis~ Sheet 2 Subtotal

Get & Transform Connections Sort & Filter Data Tools Forecast Outline [ ATTTIE -~

Sheet1 [©) ] 3

Mmoo - . + nm

Slika 4. Alat za rjesavanje i Analiza podataka

Postupak rjeSavanja problema pomocu alata RjeSavac bit ¢e objaSnjen na primjerima u

nastavku rada.
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4. PROBLEM OPTIMALNOG PROIZVODNOG PROGRAMA

Potrebno je odrediti optimalnu proizvodnju strojnih dijelova za vagone uz ostvarenje

maksimalne dobiti. Trziste dnevno moze primiti maksimalno 30 komada proizvoda P1,

35 komada proizvoda P2, 40 komada proizvoda P3. Prodajna cijena proizvoda P1 je 60

novcanih jedinica po komadu (n.j./kom), za proizvod P2 45 n.j./kom, a za proizvod P3 55

n.j./kom. Prodajna cijena je izraCunata na temelju troskova materijala i troskova

kapaciteta. Svi proizvodi se izraduju iz lima 6000x2000x30 mm ¢iji je oblik potrebno

izrezati na plinskoj rezacici. Glodalica je na raspolaganju 12,5 sati, tokarilica 11,5 sati, a

plinska rezacica 7,5 sati. U proizvodnom procesu svaki proizvod koristi sva tri stroja. U

Tablica 2. Tehnoloski i ekonomski podaci za izradu proizvoda prikazana je produktivnost,

troskovi materijala po proizvodu i troskovi kapaciteta strojeva po vremenskoj jedinici.

[7]
Tablica 2. Tehnoloski i ekonomski podaci za izradu proizvoda
Vrsta : Produktivnost TroSkovi Troskovi kapaciteta
vod Vrsta stroja materijala
roizvoda i
p (kom/sat) (n.j./kom) (n.j./sat)
Glodalica 8 110
P1 Tokarilica 12 9 120
Plinska 15 80
rezacica
Glodalica 10 110
P2 Tokarilica 7 6 120
Plinska 13 80
rezacica
Glodalica 8 110
P3 Tokarilica 11 8 120
Plinska 15 80
rezacica

12



4.1. Matematicki model

Na osnovi definiranog problema optimalnog proizvodnog programa, bit ¢e prikazan

matematic¢ki model.

Funkcija cilja:

Dobit za svaki pojedini proizvod dobije se kao razlika prodajne cijene i troSkova
(materijalnih i troskova kapaciteta) te se nakon toga dobit proizvoda iste vrste mnozi s
njihovom koli¢inom (P1, P2, P3). Svaki proizvod Koristi sva tri stroja u proizvodnom

procesu.

1 1 1 1 1 1
FC=(60—5-110—E-120—E-80—9)-P1+(45—E-110—7-120—E-80—6)-P2

1 1 1 _
+(55—g-llo—ﬁ-120—ﬁ-80—8)-P3—>max[n.].]

Ogranicenja:

Glodalica: - P1+ = P2 + - P3 < 12,5 [sat]
Tokarilica: —- P1 + = P2 + —- P3 < 11,5 [sat]
12 7 11

Plinska rezadica: — - P1 + — - P2 + —- P3 < 7,5 [sat]
15 13 15

Trziste: Uvijeti nenegativnosti: P1, P2, P3>0

P1 < 30[kom]
P2 < 35[kom]

P3 < 40[kom]
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4.2. Optimalno rjeSenje
Kao $to je ve¢ navedeno, rjeSavanje ovog definiranog problema bit ¢e obavljeno u

programu MS Excel pomocu alata RjeSavac (Solver) koji sluzi kao alat za optimizaciju.

Prvi korak u rjeSavanju definiranog problema je pripremanje matemati¢kog modela na
radnom listu. Potrebno je definirati ¢elije s varijablama koje su u ovom slucaju P1, P2 i
P3, zatim definirati ¢elije s ogranicenjima, a to su glodalica, tokarilica, plinska rezacica i
trziSte. Mora se definirati i zadnja ¢elija s formulom funkcije cilja (Slika 5. Pripremanje
matematickog modela). U ¢elijama gdje su dobivene vrijednosti 0, koristene su formule

prikazane u matematickom modelu.

A B C ]
1 |MATEMATICKI MODEL
2
3 VARUABLE
4 P1
5 P2
6 |P3
7
2 |OGRANICENIA
g |Glodalica 0 12,5
10 |Tokarilica 0 11,5
11 |Plinska rezacica 0 7.5
12 [Triiste P1 0 30
13 [Triiste P2 o 35
14 |Triiste P3 0 40

16 |FUNKCUA CIUA

1?|Maksimalna dobit | 0 _l
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Slika 5. Pripremanje matematickog modela

Drugi korak je pokretanje alata Rjesavac i popunjavanje potrebnih parametara. (Slika 6.

Popunjavanje parametara)
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Solver Parameters X

Set Objective: 5c517) £

To: (@) Max () Min () value Of:

By Changing Variable Cells:
SCS45CSE 55

Subject to the Constraints:

SC510 <= SDS10
5C511 <= 5D511
SC512 <= 5DS12
SC513 <= SD%13 Change
5C514 == 50514
SC59 <= SDS9

Add

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Mon-Megative

Select a Solving Simplex LP il

Options
Method: =

Solving Method

Select the GRG MNonlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth.

Slika 6. Popunjavanje parametara

U Parametri Rjesavaca (Solver Parameters) potrebno je aktivirati Pretvori varijable bez
ogranicenja u pozitivne (Make Unconstrained Variables Non-Negative) jer predstavljaju

uvjet nenegativnosti i metodu rjeSavanja postaviti na Jednostavni LP (Simplex LP). [6]

U polje Postavljanje cilja (Set Objective) upisuje se adresa ¢elije u kojoj je dana funkcija
cilja. Adrese se, gdje je to potrebno, mogu unositi i klikom misa u odgovarajucu celiju,
samo §to ¢e se u tom slucaju, u polju koje trazi adresu, ona pojaviti kao apsolutna adresa

(npr. u ovom slucaju $C$14).

U retku To potrebno je oznaciti maksimum (Max) jer je cilj definiranog problema
maksimalna dobit. Osim te, ponudene su i opcije Min koja se odabire ako se funkcija zeli
minimizirati te Value of ako se zeli vidjeti za koje ¢e vrijednosti varijabla odlu¢ivanja

funkcije cilja poprimiti Zeljenu vrijednost.

U polje By Changing Variable Cells upisuje se raspon ¢elija koje predstavljaju vrijednosti

varijabli odlucivanja.
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Ogranicenja se upisuju u polje Subject to the Constraints i to klikom na gumb Add
dijaloskog okvira Solver Parameters ¢ime se pokrece dijaloski okvir Add Constraint

(Slika 7. Dodavanje ogranicenja)

Cell Reference: Constraint:

|
1l
1
1l

oK Add Cancel

Slika 7. Dodavanje ogranicenja

U polje Cell Reference upisuje se adresa koja se odnosi na lijevu stranu danog ograni¢enja
(u ovom slucaju neka od ¢elija stupca C, poéevsi od C9), dok se u polje Constraint upisuje
slobodni koeficijent desne strane danog ogranicenja (to je neka od ¢elija stupca D ovog
primjera, po¢evsi od ¢elije D9). Svako novo ograni¢enje moze se unijeti klikom na gumb
Add, a nakon unosa svih ograni¢enja, klik na gumb OK vraca korisnika na dijaloski okvir

Solver Parameters.

Unosenjem svih potrebnih parametara u dijalosSkom okviru Solver Parameters klikom na

gumb Solve pokrece se izracun postavljenog zadatka.

Nakon pronalaZzenja rjeSenja moguc je prikaz tri vrste izvjeStaja: izvjeStaj odgovora,
izvjestaj o osjetljivosti i izvjeStaj o granicama varijabli. U IzvjeStaju odgovora (Answer
Report) nalazi se optimalno rjeSenje i dopunske varijable, a u Izvjestaju osjetljivosti
(Sensitivity Report) analiza osjetljivosti promjene koeficijenata u funkciji cilja i desne
strane ogranicenja. Izvjestaj o granicama (Limits Report) sastoji se od izvjestaja o utjecaju
vrijednosti varijabli na vrijednost funkcije cilja. [6] U ovom problemu optimalnog
proizvodnog programa prikazat ¢e se IzvjeStaj odgovora i Izvjestaj osjetljivosti. (Slika 8.

Rezultati alata za rjesavanje)
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B FI:IDS :s [2] Connections é‘l Y Fill B2 Cansolidate B B

F [+l Remove Duplicates 25 Solver
Setbremdl| New 7| Set  Fiter o "’ What-If Forecast -
Data~  Query~ Lo Recer L Vo Advenced | Colymns 56 Data Validation + (] Manage Data Model  Anaiysis = Sheet
Get & Transform Connections Sort & Filter Data Tools Forecas t Qutline ] Analyze ~
18 - b2 v
Solver Results X
A B C D E H P Q R S T u -

1 |MATEMATICKI MODEL traints and optimality
2

3 VARUABLE

4 |p1 30

5 P2 35

6 |P3 40

7 .

8 | OGRANIZENIA [ Return to Solver Parameters Dialog [ outline Reports
9 |Glodalica 12,25 12,5

10 | Tokarilica 11,13636 11,5 cancel

11 |Plinska rezacica 7,358974 75

12 Triiste P1 30 30

13 | Triitte P2 5 15 Solver found a solution. All Constraints and optimality conditions are satisfie
14 |Tréidte P3 a0 a0

When the GRG engine is used, Solver has found at Ieast a local optimal solution. When Simplex LP
15 is used, this means Selver has found a global eptimal solution.

16 FUNKCUA CIUA

17 Maksimalna dobit | 1502,218
12|

Sheetl o) b v
Ready i W = ¥ + 100%

Slika 8. Rezultati alata za rjesavanje

Izvjestaj odgovora (Slika 9. Izvjestaj odgovora) sastoji se od tri dijela: Ciljna celija
(Objective Cell) koja pokazuje vrijednost funkcije cilja, Varijabilna ¢elija (Variable

Cells) koja pokazuje vrijednost varijabli i Ogranic¢enja (Constraints).

U prvom dijelu, uz naziv Objective Cell , u zagradi se nalazi i napomena trazi li se u
zadanom problemu maksimum funkcije cilja (Max), njezin minimum (Min) ili pak
odredena vrijednost te funkcije (Value of). U ovom primjeru trazi se maksimum. U stupcu
Cell nalazi se apsolutna adresa Celije u koju je upisana formula za izraCunavanje funkcije
cilja, a u ovom slucaju je to ¢elija $C$17, dok se u stupcu Name nalazi tekst koji je upisan
u celiju lijevo od ciljne ¢elije. U stupcu Original Value nalazi se poc¢etna vrijednost
funkcije cilja, dok se u stupcu Final Value nalazi njezina kona¢na, optimalna
vrijednost. [6] U ovom je primjeru poéetni iznos funkcije cilja jednak je nuli, dok kona¢na

vrijednost iznosi 1502,42 nov¢anih jedinica.

U drugom dijelu Variable Cells su podaci o varijablama odluc¢ivanja. [6] U stupcu Cell
nalaze se apsolutne adrese ¢elija u kojima su vrijednosti tih varijabla, u ovom slucaju
$C34, $C$5 i $C$6, a u stupcu Name tekst koji je upisan u ¢elije lijevo od Celija u kojima
su varijable. Stupac Original Value sadrzi pocetne vrijednosti varijabla, dok se u stupcu
Final Value nalaze one vrijednosti tih varijabla za koje funkcija cilja poprima optimalnu

vrijednost. U ovom su primjeru pocetne vrijednosti varijabla jednake nuli, dok su
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optimalne vrijednosti P1=30, P2=35 i P3=40, Sto znaci da je proizvedeno 30 proizvoda

P1, 35 proizvoda P2 i 40 proizvoda P3 koji zadovoljavaju maksimalni zahtjev trzista.

Podaci o ograni¢enjima, Constraints, prikazani su u tre¢cem dijelu ovog izvjestaja. U
stupcu Cell nalaze se apsolutne adrese ¢elija u kojima su upisane formule za izra¢un
lijevih strana ogranicenja, a u stupcu Name tekst koji je upisan u ¢elije lijevo od njih. U
stupcu Cell Value su iznosi lijevih strana pojedinih ograni¢enja izraCunati za vrijednost
varijabli odlucivanja za koje funkcija cilja postize optimalnu vrijednost, dok se u stupcu
Formula nalaze formule koje opisuju pojedina ograni¢enja. Status pojedinog ograni¢enja
opisuje se u stupcu Status: Binding (obvezujuée) za ona ograni¢enja kod kojih su resursi
iskoristeni do kraja (lijeva strana ograni¢enja jednaka je desnoj), odnosno Not Binding
(neobvezujuée) za ogranicenja kod kojih resursi nisu do kraja iskoriSteni. Sukladno
statusu, u stupcu Slack Excel upisuje 0 za sva ograni¢enja koja su iskoristena do kraja
(imaju status Binding), odnosno broj koji je razli¢it od nule i koji prikazuje koliko je
ostalo na zalihi pojedinog neobvezujuceg ogranicenja, koje ima status Not Binding. [6] U
ovom primjeru vidimo da nijedan stroj nije maksimalno iskoriSten, tj. mogu jo$ raditi.
Tokarilica ima neiskoriSteno 0,36 sati, plinska rezaCica 0,14, a glodalica 0,25 sati,
odnosno toliko jo§ mogu raditi da bi bile maksimalno iskoristene. U nastavku je dan

prikaz izracuna postotka iskoristivosti strojeva.

12'?;2'25 = 0,98 = 98% — glodalica je iskoriStena 98%

11’?;2'36 = 0,97 = 97% —> tokarilica je iskoristena 97%

7,5-0,14 ) .. » .
-5 0,98 = 98% — plinska rezacica je iskoriStena 98%
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Al = Fe Microsoft Excel 16.0 Answer Report

i B C D E F G H
13
14 |Objective Cell (Max)
15 Cell Name Original Value  Final Value
16| 5C517 Maksimalna dobit 0 1502,418415
17
18
19 |Variable Cells

20 Cell Name Original Value  Final Value Integer
21 SC34 P1 0 30 Contin
22 SCS5 P2 0 35 Contin
23 SCS6 P3 0 40 Contin

26 |Constraints

27 Cell Name Cell value Formula Status Slack

28 SC510 Tokarilica 11,13636364 SC510<=5D510 Mot Binding 0,363636364
29 8C511 Plinska rezafica 7,358974359 SC511<=5D511 Mot Binding 0,141025641
30 SC512 Triiste P1 30 5C512<=5D512 Binding 0
31 SC513 Triiste P2 35 5C513<=5D513 Binding 0
32 8C514 Triiste P3 40 5C514<=5D514 Binding 0
33| 5059 Glodalica 12,25 5C53<=5D59 Mot Binding 0,25
34

a5

Answer Report 1 Sensitivity Report 1 Sheetl ()

Slika 9. Izvjestaj odgovora

Izvjestaj o osjetljivosti, prikazan na Slika 10. Izvjestaj o osjetljivosti, daje informacije o
osjetljivosti modela na promjenu ulaznih podataka, a sastoji se od dva dijela. Prvi dio,
Variable Cells, odnosi se na varijable odluc¢ivanja: u stupcu Cell su apsolutne adrese ¢elija
u kojima su vrijednosti tih varijabla, u stupcu Name tekst koji je korisnik upisao u ¢elije
lijevo od ¢elija u kojima su varijable odlu¢ivanja, a u stupcu Final Value nalaze se one

vrijednosti tih varijabla za koje funkcija cilja poprima optimalnu vrijednost. [6]

U stupcu Reduced Cost (Reducirani troSak) bit ¢e vrijednost nula kod svih varijabla
odlucivanja kojima je konacna vrijednost (vrijednost za koju funkcija cilja postiZe
optimum) razli¢ita od nule. U ovom je primjeru za sve tri varijable (P1, P2 i P3) reducirani

troSak nula $to znaci da varijable imaju neku zavr$nu vrijednost.

Zadani koeficijenti funkcije cilja (konstante koje u funkciji cilja mnoZe pojedinu varijablu
odlucivanja) prikazani su u stupcu Objective Coefficient. Za proizvod P1 koeficijent je
21,92, za P2 4,7, a za P3 17. U stupcu Allowable Increase nalazi se najve¢e moguce
povecanje tih koeficijenata, a koje nece dovesti do promjene optimalnog rjeSenja
problema. To prikazano povecéanje nekog od koeficijenata podrazumijeva da se oni drugi

koeficijenti pri tom ne mijenjaju. Suprotno od toga, u stupcu Allowable Decrease dano je
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najvece mogucée smanjenje koeficijenata funkcije cilja koje nece dovesti do promjene
optimalnog rjeSenja, a podrazumijeva i da se pritom drugi koeficijenti ne mijenjaju. [6]
U ovom primjeru ako se za proizvod P1 dobit (koeficijent funkcije cilja uz varijablu P1)
smanji za maksimalno 21,92 n.j., rjeSenje se ne¢e promijeniti ako pri tome vrijednosti
dobiti P2 i P3 ostanu iste. Takoder vrijedi i za dopustivo smanjenje za P2 od 4,7 n.j. 1 za
P3 od 17 n.j. ukoliko koeficijenti u funkciji cilja preostalih varijabli ostanu iste
vrijednosti. Dopustiva povecanja u sva tri slucaja su beskona¢na (1E+30), §to znaci da
bilo koje povecanje koeficijenta funkcije cilja ne utjece na optimalno rjeSenje ako su ostali

koeficijenti fiksni.

U drugom dijelu ovog izvjestaja nalaze se podaci o ograni¢enjima, Constraints. U prva
dva stupca nalaze se apsolutne adrese ¢elija u kojima su upisane formule za izracun lijevih
strana ogranicenja te njihovi nazivi. U stupcu Final Value su iznosi tih lijevih strana
ograniCenja izracunati za vrijednosti varijabli odlucivanja za koje funkcija cilja postize

optimalnu vrijednost.

Iz vrijednosti Cijena u sjeni (Shadow Price) moze se vidjeti §to ¢e se dogoditi s vrijednosti
funkcije cilja ako se desne strane ograni¢enja promijene za jednu jedinicu(dok se jedno
ograni¢enje mijenja ostala su fiksna). [6] U ovom primjeru ako se kapacitet trzista P1
poveca (smanji) za jednu jedinicu, vrijednost funkcije cilja ¢e se povecati (Smanjiti) za
21,91 n.j. Povec¢anjem (smanjenjem) kapaciteta trzista P2 za jedan vrijednost funkcije
cilja ¢e se povecati (smanjiti) za 4,7 n.j., a trziSta P3 za 17 n.j. Iznos razli¢it od nule u
stupcu Shadow Price pojavit ¢e se samo kod onih ograni¢enja gdje su resursi iskoriSteni
do kraja, to¢nije kod obvezujuéih ograni¢enja kada je vrijednost u stupcu Final Value
jednaka onoj u stupcu Constraint R. H. Side u kojemu su prikazane izvorne vrijednosti

desnih strana ogranicenja.

U stupcima Allowable Increase i Allowable Decrease dana su najve¢a moguca povecéanja,
odnosno smanjenja vrijednosti desne strane pojedinog ogranicenja, a koje nec¢e dovesti
do promjene osnovnog svojstva Cijena u sjeni. [6] Kapacitet trziSta za proizvod P1 se
moze povecati za 2 komada i1 smanjiti za 30 kom (30-30, 30+2), za proizvod P2 se moze
povecati za 1,8 kom i smanjiti za 35 kom (35-35, 35+1,8), a za proizvod P3 se moze
povecati za 2 kom i smanjiti za 40 kom (40-40, 40+2). Za navedene intervale kapaciteta

trzista vrijedi da smanjenje (povecanje) za jedan na tim intervalima zadovoljava svojstvo
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Cijena u sjeni od malo prije. Kapaciteti trziSta odnose se na obvezujuca ogranicenja. U
slucaju neobvezujuc¢ih ograni¢enja Cijene u sjeni su 0, tj. povecanje (smanjenje)
ogranicenja za jedan nema utjecaja na vrijednost funkcije cilja. DopuStena smanjenja
jednaka su iznosu Slack varijabli (zaliha) - to je iznos koji nedostaje da ograni¢enje
postane obvezujuc¢e. Ako se kapacitet tokarilice smanji za 0,36 sati, neée do¢i do
promjene baze optimalnog rjesenja. Takoder vrijedi dopustivo smanjenje za glodalicu od

0,25 sati 1 za plinsku rezacicu od 0,14 sati. Dopustena povecanja su beskonacna.

Al e Je Microsoft Excel 16.0 Sensitivity Report

A B C D E F G H
4
5
6 |Variable Cells
7 Final Reduced Objective  Allowable  Allowable
8 Cell Name Value Cost Coefficient  Increase Decrease
g 5C54 Pl 30 0 21,91666667 1E+30 21,91666667
10 5C55 P2 35 0 4,703296703 1E+30 4,703296703
11| $c$6 P3 40 0 17,00757576 1E+30 17,00757576
12
13 |Constraints
14 Final Shadow Constraint  Allowable  Allowable
15 Cell Name Value Price R.H. Side Increase Decrease
16 5C510 Tokarilica 11,13636364 o 11,5 1E+30 0,363636364
17 5C511 Plinska rezadica 7,358974359 0 7.5 1E+30 0,141025641
18 SC512 Triiste P1 30 21,91666667 30 2 30
19 SCS13 Triiste P2 35 4,703296703 35 1,833333333 35
20 5C314 Triiste P3 40 17,00757576 40 2 40
21 5C%9  Glodalica 12,25 0 12,5 1E+30 0,25
22
23
24
25
26

| Answer Report 1 | Sensitivity Report 1 | Sheet1 )

Slika 10. Izvjestaj o osjetljivosti
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5. MODELIRANJE SMJESA

Poduzece planira lansirati na trziSte novi proizvod, smjesu dobivenu iz triju razli¢itih
sirovina. Potrebno je odrediti udio pojedine sirovine u smjesi pri ¢emu smjesa treba
sadrzavati minimalno 3% ugljika, minimalno 1,7 % silicija, minimalno 0,2% mangana,
maksimalno 0,08% fosfora te maksimalno 0,01% sumpora. Cilj modela smjese je
ostvarivanje minimalne cijene smjese, a da se zadovolji navedeni zahtjev sastava smjese.

U Tablica 3. Sadrzaj komponenti u sirovinama prikazan je kemijski sastav sirovina te

njihova cijena. [7]

Tablica 3. Sadrzaj komponenti u sirovinama

Sadrzaj komponente | Sirovina | Sirovina | Sirovina
u sirovini, % S1 S2 S3
C 2,7 4 3,2
Si 2 1,6 2,8
Mn 0,2 0,5 0,35
P 0,03 0,06 0,045
S 0,01 0,005 0,008
Cijena, n.j. 20 35 28

5.1. Matematicki model
Funkcija cilja:

FC=20-S;+35-S, +28-S; » min[n.j.]
Ogranicenja:

Ugljik (C):2,7-S; +4-S,+3,2-5, >3

Silicij (Si):2-S; + 1,6+ S, + 2,85, > 1,7

Mangan (Mn):0,2-S; +0,5-5, +0,35-5; > 0,2
Fosfor (P):0,03 - S; + 0,06 - S, + 0,045 - S; < 0,08
Sumpor (S):0,01 - S; + 0,005+ S, + 0,008 S5 < 0,01

Zbroj udjela sirovina: §; + S, + 53 =1

Uvjet nenegativnosti na udio pojedine sirovine u smjesi: S;,S5,,53 = 0
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5.2.  Optimalno rjeSenje
Problem smjese ¢e takoder biti rijeSen pomocu alata za rjeSavanje u MS Excel-u. Na Slika
11. Priprema modela i popunjavanje parametara alata za rjeSavanje prikazan je

matematicki model na radnom listu te parametri RjesSavaca.

Home Insert Page Layout Formulas Data Review View @ Tell me what you want to do...
E
Get External . - Reapply _ Remove Duplicates Relationships —_
Data ~ Solver Parameters x
Get & Transform Connections
c1a = fe || =20*B2+35*B3+28*B4 Set Objective: scs14 57
£ E = E E L To: () Max @ Min () Value OF:

1 |VARUABLE:

B s1 By Changing Variable Cells:

3 52 SBS2:5BS4 7]
4 53

5 Subject to the Constraints:

= SBS10:3B511 <= SC310:3C511
& |OGRANIEENIA: FEr iR Add
7 c 0 3 SBST:SBSY » = SCST:5CS9
Chi

8 i 0 17 £hange

9 Mn 0 0,2 Delete

10 P 0 0,08

11 5 0 0,01

R Reset All

12 |Zbroj udjelal 0 1

13 Load/Save

14 | FUNKCIA CIUA: E--.E::i Make Unconstrained Variables Non-Negative

15

Select 3 Solving Simplex LP > Options

19 Method: g

17

18 Salving Method

e Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP

20 Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver

21 problems that are non-smooth.
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Slika 11. Priprema modela i popunjavanje parametara alata za rjesavanje

Na Slika 12. Izvjestaj o odgovoru prikazan je Izvjestaj o odgovoru dobiven pomocu alata
Rjesavac. 1z njega je vidljivo da je vrijednost funkcije cilja 23,46 n.j. te ona predstavlja
minimalnu cijenu smjese. Varijable predstavljaju udio sirovina stoga se smjesa sastoji od
77% sirovine S1 i 23% sirovine S2. Vrijednost sirovine S3 jednaka je nuli §to znaci da
ona nece biti koriStena za izradu smjese. Vidljivo je da je ograni¢enje ugljika obvezujuce,
odnosno dopunska (Slack) varijabla iznosi 0 $to znaci da smjesa sadrzi minimalni
postotak ugljika od 3%. Dopunska varijabla za silicij je 0,2 $to govori da smjesa sadrzi
0,2% vise silicija od minimalnog zahtjeva, dok mangana sadrzi 0,069% vise od
minimalnog zahtjeva. Dopunska varijabla za fosfor iznosi 0,043, tj. smjesa moze

sadrzavati jo$ 0,043% fosfora, a za sumpor ta vrijednost iznosi 0,0011%.
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14 |Objective Cell {(Min}

15 Cell Mame Original Value Final Value

16 SCS14 FUNKCUA CIUA: 0 23,46153840

17

18

19 |Variable Cells

20 Cell Mame Original Value Final Value Integer

21 SBs2 51 0 0,769230769 Contin

22 SBS3 52 0 0,230769231 Contin

22 SBs4  S3 0 0 Contin

24

25

26 [Constraints

g Cell MName Cell value Formula Status Slack

28 SBS10 P 0,036923077 SB510<=5C510 Not Binding 0,043076923
29| $B311 S 0,008846154 $B$11<=5CS$11 Not Binding 0,001153846
30| 5$B512 Zbrojudjela 1 5B512=5C512 Binding 0
31| 4BS7 C© 3 $B$7>=5C57  Binding 0
32| $BS8 Si 1,907632308 SB$8>=5C38  Not Binding 0,207692308
33 SBS9  Mn 0,269230769 SB59>==5C59 Mot Binding 0,069230769

Slika 12. Izvjestaj o odgovoru

Iz prvog dijela IzvjeStaja o osjetljivosti (Slika 13. Izvjestaj o osjetljivosti) vide se
vrijednosti dopustivog povecanja i Smanjenja cijena sirovina(koeficijenata funkcije cilja)
koje ne utjeCu na optimalno rjeSenje. Za sirovinu S1 dopustivo povecanje je 3,625 Sto
znaci da se optimalno rjesenje nece promijeniti ako se cijena od S1 (koeficijent u funkciji
cilja uz S1) poveca za taj iznos, a da pri tome vrijednosti ostalih cijena ostanu iste.
Dopustivo smanjenje je beskona¢no, odnosno cijena bi bila 0 (§to nema smisla u
ekonomskom pogledu, ve¢ samo matemati¢kom). Cijena sirovine S2 moze se mijenjati
od 20 (35-15) do 40,8 (35+5,8) n.j., a da se pri tome ne promijeni optimalno rjesenje
problema, ako je pritom cijena S1 i dalje 20, a S3 28 n.j. Reducirani trosak za S3 u iznosu
od 2,23 kaze za koliko treba smanjiti cijenu od S3 kako bi varijabla S3 bila razlicita od

nule.

U drugom dijelu izvjestaja nalaze se vrijednosti dopustivog povecanja i smanjenja za
desnu stranu obvezuju¢ih (neobvezujucih) ograni¢enja koja utjecu (ne utjecu) na bazu
optimalnog rjeSenja. Cijene u sjeni kazuju za koliko se promijeni vrijednost funkcije cilja
ako se pojedino ogranicenje poveca ili smanji za jedan, a ostala su nepromijenjena.
Doprinos Cijena u sjeni ne postoji ako su ograni¢enja neobvezujuca, a postoji ako su ona

obvezujuca. Ako se udio fosfora P smanji za 0,04%, nec¢e do¢i do promjene baznog
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rjeSenja. Isto vrijedi za smanjenje udjela sumpora S od 0,001%. Do promjene baznog

rjeSenja nece doci ni kada se udio silicija Si poveéa za 0,21%, a mangana Mn 0,07%.

Dopustena povecanja sumpora i fosfora su beskonacna, kao 1 dopustena smanjenja silicija

I mangana. Sva prethodno spomenuta ogranic¢enja su neobvezujuca i Cijene u sjeni su 0.
Udio ugljika C moze se mijenjati od 2,7% (3-0,3) do 3,675% (3+0,675), a da se pritom

vrijednosti ostalih ograni¢enja ne mijenjaju. Ovo ogranicenje je obvezujuce s Cijenama

u sjeni razli¢itim od 0, a to znaci da ¢e se vrijednost funkcije cilja povecati za 11,53 n.j.

u slucaju povecéanja desne strane ogranicenja za jedan. Ograni¢enje Zbroj udjela nema

smisla razmatrati u prethodnom kontekstu.

12

14

= == B R =

10
11

13

15|
16
17
18
19
20
21|

-Variable Cells

Final Reduced Objective Allowable Allowable
Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
4842 S1 0,769230769 0 20 3,625 1E+30
4833 52 0,230769231 0 35 5,8 15
4834 S3 0 2,230769231 28 1E430 2,230769231

Constraints

Final Shadow Constraint Allowable Allowable
Cell MName Value Price R.H. Side Increase Decrease
SBS10 P 0,036923077 1] 0,08 1E+30 0,043076923
5B511 5 0,008846154 1] 0,01 1E+30 0,001153846
5B512 Zbrojudjela 1 -11,15384615 1 0,056003774 0,073369565
SB57 C 3 11,53846154 3 0,675 0,3
SB58  Si 1,907692308 1] 1,7 0,207692308 1E+30
SBS9 Mn 0,269230769 1] 0,2 0,069230769 1E+30

Slika 13. lzvjestaj o osjetljivosti
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6. PROBLEM POSLOVNOG UDRUZIVANJA

Dva poduze¢a (PO1, PO2) su se udruzila u cilju zajednicke proizvodnje tri vrste
proizvoda (P1, P2, P3) u cilju ostvarivanja maksimalne dobiti. Za proizvodnju ¢e Koristiti
dvije vrste materijala te tri vrste strojeva. Odredena je ukupna koli¢ina pojedinog
proizvoda koje trziSte moze primiti u razdoblju od jedne godine. Trziste godiSnje moze
primiti maksimalno 1500 komada proizvoda P1, maksimalno 2000 kom proizvoda P2 te
maksimalno 1700 kom proizvoda P3. Podaci o jedini¢noj dobiti pojedinog proizvoda
prikazani su u Tablica 4. Podaci o jedinicnoj dobiti. Dobit za isti proizvod ovisi 0
poduzeéu u kojem se proizvodi jer se razlikuju troskovi proizvodnje, a prodajna cijena je

ista.

Tablica 4. Podaci o jedini¢noj dobiti

Jedini¢na Proizvodi
dobit, Proizvod | Proizvod | Proizvod
kn/kom 1 2 3
P ,
Od‘fece 150 200 250
Poduzece
;Z 180 190 210

Proizvodnja ¢e se odvijati na tokarilici, glodalici 1 busilici. Raspolaganje strojeva jednako
je u oba poduzeca te je tako tokarilica na raspolaganju 7,5 sati, a glodalica 1 busilica 15
sati. Uzima se 288 radnih dana godiSnje. PotroSnja materijala se razlikuje u poduze¢ima
zbog razlicite iskoristivosti polaznog materijala. Materijali od kojih ¢e se proizvodi
izradivati su konstrukcijski €elik 1 aluminij. RaspoloZiva koli¢ina konstrukcijskog celika
je 30 000 kg i od njega se izraduje proizvod P1, a aluminija 35 000 kg te se od njega
izraduju proizvodi P2 i1 P3. Podaci o utrosku materijala za pojedini proizvod prikazani su

u Tablica 5. Podaci o utrosku materijala. [8]

Tablica 5. Podaci o utrosku materijala

Utro.s.ak Proizvod | Proizvod | Proizvod
materijala, 1 5 3
kg/kom
Poduzece 8 9 8,2
1
POdL;ZECE 75 9,5 10
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Vrijeme obrade proizvoda na strojevima u oba poduzeéa prikazano je u Tablica 6.

Vrijeme obrade proizvoda.

Tablica 6. Vrijeme obrade proizvoda

Vrijeme
Poduzece | obrade, Proizvod 1 Proizvod 2 Proizvod 3
min/kom
Tokarilica 25 15 18
Poduzece -
1 Glodalica 30 20 22
Busilica 20 10 12
Poduzet Tokarilica 27 20 21
° l;ZECE Glodalica 25 17 28
Busilica 15 13 16

Cilj udruzivanja je ostvarenje maksimalne dobiti.

6.1. Matematicki model
Funkcija cilja:

Maksimizacija dobiti u kunama:

FC = 150P1P01 + 200P2P01 + 250P3P01 + 180P1P02 + 190P2P02 + 210P3P02
Ogranicenja:

Materijal:

Konstrukceijski ¢elik: 8P1P01 + 7,5P1P02 < 30000 kg

Aluminij: 9P2P01 + 8,2P3P01 + 9,5P2P02 + 10P3P02 < 35000 kg

Trziste:

P1PO1 + P1P02 < 1500 [kom]
P2P01 + P2P02 < 2000 [kom]
P3P01 + P3P02 < 1700 [kom]

Strojevi u poduzecu 1:

Tokarilica: 25P1P01 + 15P2P01 + 18P3P01 < 129600(7,5h - 60min - 288)min
Glodalica: 30P1P01 + 20P2P01 + 22P3P01 < 259200 (15- 60 - 288)min
Busilica: 20P1P01 + 10P2P01 + 12P3P01 < 259200 (15- 60 - 288) min
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Strojevi u poduzecu 2:

Tokarilica: 27P1P02 + 20P2P02 + 21P3P02 < 129600 min
Glodalica: 25P1P02 + 17P2P02 + 28P3P02 < 259200 min
Busilica: 15P1P02 + 13P2P02 + 16P3P02 < 259200 min

Uvjeti nenegativnosti koli¢ina proizvoda po poduzec¢ima:

P1P0O2,P2P01,P3P01,P1P02,P2P02,P3P02 = 0

6.2. Optimalno rjeSenje

Pri modeliranju problema i postavljanja matemati¢kog modela prvo je potrebno definirati
varijable. Kod definiranog problema varijable su proizvodi u pojedinim poduzeéima, a u
ovom slucaju su to proizvodi poduzeca 1 (P1PO1, P2PO1, P3PO1) i proizvodi poduzeca
2 (P1PO2, P2P0O2, P3P0O2). Nakon toga, potrebno je definirati i ograni¢enja vezana za
materijal, trziste i strojeve, a u ovom sluaju Su to raspolozivost materijala
(konstrukcijskog Celika i aluminija), zahtjev trziSta za pojedini proizvod te kapacitet
strojeva u pojedinom poduzecu. Funkcija cilja ovog problema je maksimalna dobit. Unos

tih podataka prikazan je na Slika 14. Pripremanje matematickog modela.

B22 - f =150*B2+200¥B3+250¥B4+180*B5+190*B6+210*B7

A B C D E F G H
VARUABLE
P1PO1
P2PO1
P3PO1
P1PO2
P2P02
P3P0O2

Wt~ S s W R

OGRANICENJA
10 |Konstrukcijski éelik
11 |Alumini]j

12 |Triiste P1

13 |Triiste P2

14 |Triiste P3

15 |Tokarilica PO1
16 |Glodalica POL
17 |Busilica PO1

18 |Tokarilica PO2
19 |Glodalica PO2
20 |Busilica PO2

21

22 |FUNKCIJA clua
23

30000
35000
1500
2000
1700
129600
255200
255200
129600
255200
255200

2 oclojlolo|jo|lo|lo|o|o|o|o

Slika 14. Pripremanje matematickog modela

Zatim slijedi unoSenje svih parametara u dijaloski okvir Solver Parameters. (Slika 15.

Popunjavanje parametara alata za rjesavanje)
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Set Objective: spsa2 25

To: (®) Max ) Min () value Of:

By Changing Variable Cells:
§B52:5B57 ERE

Subject to the Constraints:

SBS10:5B511 <= SC510:5C511 Add
SBS12:5B514 <= SCS12:5C514 =
SBS15:5B517 <= SCE15:5C517
5B518:5B520 <= SC51&:5C520 Change

Delete

Beset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative

Sglect a Solving Simplex LP A

Options
Method: =

Solving Method

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear. Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth.

Slika 15. Popunjavanje parametara alata za rjesavanje

Nakon rjeSavanja, dobivena rjeSenja prikazana su u IzvjesStaju o odgovoru i Izvjestaju o

osjetljivosti.

U Izvjestaju o odgovoru (Slika 16. Izvjestaj o odgovoru) vrijednost funkcije cilja je
1095000 kn. Poduzece 1 proizvelo je 2000 komada proizvoda P2 te 1700 komada
proizvoda P3 §to zadovoljava maksimalan zahtjev trZiSta za oba proizvoda. Poduzece 2

proizvelo je 1500 komada proizvoda P1 §to je takoder maksimalan zahtjev trZista.

Dostupna koli¢ina aluminija iznosila je 35000 kg od kojih je neiskoriStenih ostalo 3060
kg, dok je konstrukcijskog ¢elika na raspolaganju bilo 30000 kg, a neiskoriStenog ga je
ostalo 18750 kg sto je vidljivo iz stupca Slack.

Kod ograni¢enja kapaciteta strojeva, u oba poduzec¢a niti jedan stroj nije maksimalno
iskoriSten. U poduzecu 1 tokarilica moze raditi jo§ 69000 min, glodalica 181800 min, a
busilica 218800 min, dok u poduzecu 2 tokarilica moZze raditi jo§ 89100 min, glodalica

221700 min, a busilica 236700 min.
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14 | Objective Cell [Max]

15_ cell Mame Dri,;inal"."alue Final value

16 | SES22 FUMKCIMA CILIA o 1025000

17|

18 |

I{j_ wariable Cells

20 | cell Mame original Value _ Final Value Integer

2| 5852 PLPOL o 0 Contin

.-‘-_2: SES3  PZPOL o 2000 Contin

23| sBS4 P3FOL o 1700 Contin

24| 5BSS PLPC2 o 1500 Contin

25: LESS  FZPOZ o 0O Contin

26| SBST P3FO2 o 0 Contin

27

2|

29 | Constraints

30 Ccell Mame Cell value Formauda Status slack
31: SES10 Konstrukciiski Selik 11250 5B510<=5C510 MotEinding 18750
32| SBSLL Alumind 31540 SES11<=5C511 Mot Binding 3050
33| 5ESL2 TrEdte PL 1500 5E512<=5C512 Binding [+]
34| sEs13 TrEEerz 2000 5B513==5C513 Binding o
35: LES14 Tridte F3 1700 SE514<=5C514 Binding o
36| SBSLS Tokariica POL S0E00 SBE1S<=5C515 MotEinding  SS000
37 | 58515 Glodalica POL TTADD SB515<=5C516 Mot Binding  1E1800
38| 58517 Buliica FOL 40400 5BS17<=5C517 Mot Binding 218800
3{3: %ES1E Tokarsilica PO2 40500 SBES1B<=5CS51E Mot Binding  E9100
40| sBS19 Ghodalica FO2 37500 SBE1S<=5C515 Mot Einding 221700
A1 | 56520 Budilica PO2 22500 SBS20==5C520 Mot Binding 235700

Slika 16. Izvjestaj o odgovoru

U lzvjestaju o osjetljivosti (Slika 17. Izvjestaj o osjetljivosti) prikazani su podaci o
osjetljivosti definiranog problema na promjene ulaznih podataka. U prvom dijelu
izvjestaja nalaze se vrijednosti dopustivog povecanja i smanjenja koji ne utjecu na
optimalno rjesenje. U poduzecu 1 za proizvod P1 rjeSenje se nece promijeniti ukoliko se
dobit (koeficijent funkcije cilja uz varijablu P1) poveca za 30 kn (dopustivo poveéanje)
ako pri tome vrijednost ostalih dobiti ostanu iste. Isto vrijedi i za proizvod P2 za koji je
dopustivo smanjenje 10 kn te za proizvod P3 kod kojeg je dopustivo smanjenje 40 kn. U
poduzecu 2, dopustivo smanjenje za proizvod P1 je 30 kn, dopustivo povecanje za
proizvod P2 je 10 kn, a za proizvod P3 dopustivo povecanje je 40 kn. Reducirani trosak
za proizvod P1 poduzeca 1 iznosi -30 kn §to znaci da se vrijednost dobiti proizvoda treba
povecati za 30 kn da bi se isplatila njegova proizvodnja u poduzecu 1. U poduzecu 2,
reducirani trosak za proizvod P2 iznosi -10 kn, a za proizvod P3 -40 kn, §to znaci da se
za te vrijednosti treba povecati dobit po pojedinom proizvodu da bi njihova proizvodnja

u poduzecu 2 bila isplativa.
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U drugom dijelu izvjestaja o osjetljivosti nalaze se vrijednosti dopustivog poveéanja i
smanjenja koje utje¢u na bazu optimalnog rjeSenja ako su ogranic¢enja obvezujuca. AKo
se kapacitet konstrukcijskog ¢elika smanji za 18750 kg, ne¢e doé¢i do promjene baze
optimalnog rjeSenja. Takoder to isto vrijedi i za aluminij ako se njegov kapacitet smanji
za 3060 kg. Kapacitet trziSta P1 moze se povecati za 2500, a smanjiti za 1500 komada.
Za P2, kapacitet trziSta moze se povecati za 340, a smanjiti za 2000 komada, dok se

kapacitet trziSta P3 moze povecati za 373,17, a smanjiti za 1700 komada.

Kapaciteti strojeva u poduzecu 1 imaju sljedece dopustivo smanjenje: tokarilica 69000
min, glodalica 181800 min, a busilica 218800 min. U poduze¢u 2 dopustivo smanjenje za
tokarilicu je 89100 min, za glodalicu 221700 min, a za busilicu 236700 min. Beskona¢ni
iznosi kod dopustenih povecanja nisu znacajna jer se nalaze uz neobvezujuca ograni¢enja
koja ve¢ imaju zalihe. Obvezujuca su ograni¢enja za kapacitet svih trzista. Cijena u sjeni
za trziSte P1 iznosi 180 kn §to znaci da ako se zahtjev trzista povisi (smanji) za jednu
jedinicu na dopustivom intervalu, vrijednost funkcije cilja povecat (smanjit) ¢e se za 180
kn. Ako se zahtjev trziSta P2 poveca (Smanji) za jednu jedinicu, funkcija cilja povecat

(smanjit) ¢e se za 200 kn, dok ¢e ta vrijednost za trziste P3 iznositi 250 kn.

& |Variable Cells

T Final Reduced Objective Allowable Allowable
2 cell MName Value Cost  Coefficient  Increase Decrease
9 5B%2 P1POL 0 -30 150 30 1E+30
10 $B%3 PZPOL 2000 o 200 1E+30 10
i SB54 P3PO1 1700 o 250 1E+30 40
12 $B55 P1P0O2 1500 o 1380 1E+30 30
13 SBS6 PIPO2 0 -10 150 10 1E+30
14 SBS7 P3POZ 0 -40 210 40 1E+30
15

16 |Constraints

17 Final Shadow Constraint Allowable Allowable
18 cell MName Value Price R.H. Side Increase Decrease
19 5B510 Konstrukcijski celik 11250 o 30000 1E+30 18750
20 5B511 Aluminij 31940 o 35000 1E+30 3060
21 SBS12 Triiste P1 1500 180 1500 2500 1500
22 SBS13 Triiste P2 2000 200 2000 340 2000
23 5B&14 Triigte P3 1700 250 1700 373170732 1700
24 $B&15 Tokarilica PO1 60600 o 129600 1E+30 69000
25 $B%16 Glodalica PO1 77400 o 259200 1E+30 181800
26 £B%17 Busilica PO1 40400 o 259200 1E+30 218300
27 $B%18 Tokarilica PO2 40500 o 125600 1E+30 89100
28 5B519 Glodalica PO2 37500 o 259200 1E+30 221700
29 5B%20 Bugilica PO2 22500 o 259200 1E+30 236700

Slika 17. Izvjestaj o osjetljivosti
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7. TRANSPORTNI PROBLEM

Tri pogona (P1, P2 i P3) proizvode sklopove koje je potrebno transportirati na Cetiri
skladista (S1, S2, S3 1 S4). Sklopove treba transportirati na skladiSta uz minimalne
troskove. Tablica 7. Troskovi transporta, ponuda i potraznja prikazana je zahtijevana i

raspoloziva koli¢ina sklopova te troskovi transporta. [1]

Tablica 7. Troskovi transporta, ponuda i potraznja

Troskovi RaspoloZiva
transporta, S1 S2 S3 S4 kolic¢ina,
n.j./kom kom
P1 50 60 90 75 1500
P2 100 70 80 110 1200
P3 45 70 120 65 1400
Zahtijevana 900 1200 | 700 800
koli¢ina, kom

7.1. Matematicki model
Na osnovi definiranog problema, bit ¢e definiran matematic¢ki model.
Funkcija cilja:

FC = 50x1 + 60x15 + 90x,3 + 75x14 + 100x,; + 70x,, + 80x55 + 110x54 + 45x3,
+ 70x3, + 120x33 + 65x34, = min[n.j.]

Ogranicenja:
Ponuda:

X171 + X912 + x93 + x14 < 1500
Xp1 + X3p + Xo3 + X954 < 1200

X371 + X35 + X33 + X34 < 1400
Potraznja:

xll + le + X31 = 900
xlz + sz + X32 = 1200
x13 + x23 + X33 = 700

X14 + X4 + X34 = 800
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Uvjeti nenegativnosti za koli¢ine: x;; = 0 (i = 1,2,3 pogon; j = 1,2,3,4 skladiste)

7.2. Optimalno rjeSenje

Prilikom rjesavanja transportnog problema pomocu RjeSavaca, u MS Excel-u za brze
rjeSavanje koristit ¢e se funkcije SUM i SUMPRODUCT koje sluze za zbrajanje
umnozaka. Priprema modela na radnom listu prikazana je na Slika 18. Priprema modela

na radnom listu.

Ogranicenja za ponudu i potraznju napisana su pomocu funkcije SUM pa tako formula
za ponudu P1 glasi =SUM(C9:F9), za ponudu P2 =SUM(C10:F10), a za ponudu P3
=SUM(C11:F11). Formule za potraznju su sljedete: za S1 =SUM(C9:C11), za S2
=SUM(D9:D11), za S3 =SUM(E9:E11), te za S4 =SUM(F9:F11). Formula za funkciju
cija napisana je pomocu funkcije @ SUMPRODUCT te ona glasi
=SUMPRODUCT(C3:F5;C9:F11), a definirana je ¢elijama s jedini¢nim troskovima
(C3:F5) 1 ¢elijama u koje ¢e se upisati varijable rjeSenja (C9:F11).

A B C D E F G

1

2 31 32 53 34 Ponuda
3 P1 50 60 90 75 1500
4 P2 100 70 2D 110 1200

5 P3 45 70 120 65 1400
6 Potrainja| 900 1200 700 200

7

i} 31 32 53 34 Ponuda
9 P1 1500
10 P2 1200
11 P3 1400
12 Potrainjal 900 1200 700 200

13
14 | OGRAMICENIA

15 |Ponuda

16 |P1 0
17 |P2

18 |P3

19

20 |Potrainja
21]s1

22 |s2

23 |53

24 |54

25

26 |[runkcuncoua [ 0]

27

[=RL=]

=R =R =N =]

Slika 18. Priprema modela na radnom listu

Nakon upisivanja formula na radnom listu, slijedi pokretanje alata RjeSavac 1
popunjavanje potrebnih parametara (Slika 19. Popunjavanje parametara). Ovoga puta

funkcija cilja je postavljena na minimum (Min) jer je cilj problema minimalni troSak
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transporta. Sto se ti¢e ograni¢enja, ponuda je zapisana kao ($B$16:$B$18)<
($G3$9:3G$11), a potraznja kao ($B$21:$B$24=$C$12:$F$12).

Set Objective: $B526

B

To: () Max ® Min () value Of:

By Changing Variable Cells:

i

SCS95FS11

Subject to the Constraints:

SBS16:5B518 <= §GE®EGET Add
$B521:5B524 = SCS12:5F512 -

Change

Delete

Reset All

Load/Save

Make Unconstrained Variables Non-Negative
Select a Solving Simplex LP o Options
Method:

Solving Method

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth,

Slika 19. Popunjavanje parametara

Dobiveni rezultati prikazani su u Izvjestaju o odgovoru (Slika 20. Izvjestaj o odgovoru)
te na samom modelu (Slika 21. Optimalni plan transporta). Funkcija cilja, odnosno
minimalni transportni troSkovi iznose 222000 n.j. 1z stupca Final Value vidljivo je da su
svi sklopovi iz pogona P1 isporuceni, to¢nije na skladiSte S1 isporuceno je 300 komada
sklopova, a na skladiSte S2 1200 komada Sto daje ukupan zbroj od 1500 raspolozivih
komada. 1z pogona P2 na skladiSte S3 isporuceno je 700 komada Sto znaci da je na
zalihama ostalo 500 komada sklopova $to se vidi i u treem dijelu izvjestaja o odgovoru
u stupcu Slack (Zaliha). Iz pogona P3 svi su sklopovi isporuceni, njih 600 isporuéeno je
na skladiste S1, a 800 na skladiSte S4. Potraznja skladista je zadovoljena, skladistu S1
isporuceno je 900 komada sklopova, skladistu S2 1200 komada, skladistu S3 700
komada, a skladistu S4 800 komada sklopova.
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14 | objective cell {in}
15 _cel Name Original value  Final value
16 EB52E FUNKCIMA CILA 1] 222000
17 |
18|
10 | variabie cells
20 cell MName original value  Final value Integer
21| scse pist o 300 Contin
27| spse risz o 1200 contin
23| sese Piss o 0 Contin
24| sFse Pisa o 0 contin
25| scsip past o 0 Contin
26| 50510 F2sz o 0 contin
27| sEsto P2s3 o 700 Contin
28| sFS10 P2sa o 0 contin
29| scs11 past o £00 Contin
30| sps11 essz o 0 contin
31| sesi e3ss o 0 Contin
a2 EF511 F3 =4 a BDD Contin
o
Eny
35 | Constraints
36 cell MName Cell Value Formula Status Slack
37| SBS15 P1Fonuda 1500 SES169=3GSE  Einding o
38| =ES17 P2 Ponuda 700 SES17Z=ISI0 Mot Binding 500
35| SBS18 F3 Ponuda 1400 SBS18<-SGS11 Ending o
40| =ESIL Tf Potrainja 200 SES21-5CS13  Einding o
41| sB%22 =2 Fotraina 1200 5B522-3D51% Ginding o
42] SB523 53 PotraZnia TO0 SES23=5E512  Binding [+]
43 | 5B524 54 potrainga BO0 5E$24=5F512  Binding o
Slika 20. Izvjestaj o odgovoru
A | B c | b | E | F | &6 |
1 —
2 51 52 53 54 Ponuda
3 | P1 50 50 %0 75 | 1500
4 | [ 100 70 80 110 1200
5 | P3 45 70 120 65 1400
6 | Potrainja| 900 1200 700 8OO
T_
E-_ 51 52 53 54 Ponuda
9 | P1 300 1200 0 0 1500
10 | [ 0 0 700 0 1200
11 P3 500 0 0 80D 1400
12 | Potrainja 200 1200 700 80D
13 |
14 | OGRANIEEMIA
15 |Ponuda
18 |P1 1500
17 [P2 700
13 |P3 1400
19|
20 |Potrainja
21|51 900
22 |52 1200
23|53 700
24 |54 200
25 |
26 |FUNKCUACILA | 222000

Slika 21. Optimalni plan transporta

U prvom dijelu IzvjeStaja o osjetljivosti (Slika 22. Izvjestaj o osjetljivosti) reducirani
trosak za P1S1, P1S2, P2S3, P3S1 i P3S4 je 0 jer im vrijednosti nisu nule, odnosno iz
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navedenih pogona se u navedena skladista transportirala odredena koli¢ina sklopova. Za
ostale pogone vrijednost reduciranog troska govori za koliko se treba smanjiti troSak da
bi transport na odredeno skladiste bio isplativ. Ti iznosi su ujedno i dopustivo smanjenje

koeficijenata funkcije cilja da pritom ne dode do promjene optimalnog rjeSenja.

U drugom dijelu izvjestaja, iz stupca Cijena u sjeni vidi se da ako se ponuda P3 poveca
za jednu jedinicu, funkcija cilja ¢e se smanjiti za 5 n.j. Isto tako, ako se potraznja skladista
smanji za jednu jedinicu, funkcija cilja ¢e se smanjiti za odredeni iznos koji za S1 iznosi
50, za S2 60, za S3 80, a za S4 70 n.j. Koli¢ina komada u pogonu P1 ne moze se smanjiti,
ve¢ samo beskonacno povecati bez utjecaja na vrijednsot funkcije cilja. Raspoloziva
koli¢ina komada pogona P2 moze se kretati od 700 (1200-500) do beskona¢no bez
utjecaja na vrijednost funkcije cilja, dok je za pogon P3 taj raspon od 1400 do 1700 kom
(1400+300). Dopustivo smanjenje za skladiste S1 je 300, za S2 1200, a za S4 300 kom,
dok se za skladiSte S3 zahtijevana koli¢ina moze mijenjati od 0 (700-700) do 1200
(700+500) komada.

6 |variable Cells

7 Final Reduced Objective Allowable Allowable
a Cell Mame Value Cost Coefficient Increase Decrease
9 | scse Pisi 300 0 50 5 5
10 | 5053 P152 1200 0 60 10 1E+30
i1 5E58 P153 0 10 a0 1E+30 10
12 5F58 P154 0 5 75 1E+30 5
13 | 50510 P2 51 0 50 100 1E+30 50
14 | 50510 P2 52 0 10 70 1E+30 10
13 | SES10 P2 53 700 0 80 10 1E+30
16 | SF510 P2 54 0 a0 110 1E+30 40
17 | 50511 P3 51 600 1] 45 5 5
18 | 50511 P3 52 1] 15 T0 1E+30 15
19 | SE511 P3 53 1] 45 120 1E+30 45
20 5F511 P3 54 B0O 1] 65 5 1E+30
21
22 |Constraints
23: Final Shadow Constraint Allowable Allowable
24 Cell Mame Value Price R.H.Side Increase Decrease
25: 5B516 P1 Ponuda 1500 1] 1500 1E+30 1]
26 | 5B%17 P2 Ponuda TJ00 1] 1200 1E+30 500
27 | 5B%18 P3 Ponuda 1400 -5 1400 300 1]
28 | 5B521 51 Potrainja 900 50 900 1] 300
29 | 5B522 52 Potrainja 1200 60 1200 1] 1200
30 | $B$23 53 Potrainja 700 ED 700 500 700
31| $BS24 54 Potrainja  BOO 70 BOD 0 300

Slika 22. Izvjestaj o osjetljivosti
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8. PROBLEM RASPOREDIVANJA

Pet radnika treba obaviti pet poslova. Svaki radnik je osposobljen za obavljanje svih
poslova, ali pri tome radnici utroSe razli¢ita vremena, navedena u Tablica 8. Vrijeme
potrebno za obavljanje posla, za obavljanje istih/razli¢itih poslova. U aktualnom
vremenskom razdoblju jedan radnik moze biti angaziran samo na jednom od poslova.

Odredite optimalnu proizvodnju. [6]

Tablica 8. Vrijeme potrebno za obavljanje posla

.. Poslovi
Radnici

P1 P2 P3 P4 P5
R1 4 21 12 5 10
R2 8 23 3 5 5
R3 33 14 13 10
R4 14 21 19 11 11
R5 9 16 10 15 13

8.1. Matematicki model

_ {1, ako je i — ti radnik na j — tom poslu
ij =

Ly i,j=1,..,5
0, inace V)

Funkcija cilja:

FC = 4xqy1 + 21x45 + 12x13 + 5x14 + 10x15 + 8x51 + 23x55 + 3x53 + 5x54 + 5x55
+ 33x31 + 14x35 + 13x33 + 10x34 + 7x35 + 14x4q + 21x45 + 19x43
+ 11X44 + 11X4,5 + 9XS1 + 16XS2 + 1OXS3 + 15x54 + 13.X'55 — MIN

Ogranicenja:

Buduc¢i da svaki radnik moze biti angaZiran samo na jednom poslu suma je jedan u svakoj

od jednakosti koja slijedi.
Ponuda:

X114+ X2 + X3+ X4+ X5 =1
Xo1 + Xpp + Xoz3 +Xog + X35 =1
X317+ X35 + X33 + X34 + X35 =1
Xg1 + Xgp +X43 +Xgq +X45=1

x51 +x52 +x53 +x54 +x55 = 1
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Potraznja:

X171+ Xp1 + X371+ X417 + X571 =1
X1g + Xgp + X35 + Xy + X5, =1
X13 + Xg3 + X33+ Xy3 + X553 =1
X1g4 +Xp4 + X34 + Xg4 + X554 =1

X15 +x25 +X35 +X45 +x55 =1

Ovakva vrsta problema ubraja se u cjelobrojno binarno programiranje jer su rjeSenja
cjelobrojna i mogu poprimiti vrijednost 0 ili 1. Varijabla koja ¢e imati vrijednost 0
oznacavat ¢e mjesto na koje nista nije rasporedeno, dok ¢e varijabla s vrijednoscéu 1

prikazivati da je na tom mjestu nesto rasporedeno.

8.2. Optimalno rjeSenje
Rjesavanjem problema rasporedivanja, koristit ¢e se funkcije SUM i SUMPRODUCT

kao i za transportni problem. Priprema modela na radnom listu prikazana je Slika 23.

Priprema modela na radnom list.

A B C D E F G
PL Pz F3 P F5
z RL 21 12 s 10
3 Rz ] 13 3 s s
4 "3 33 14 13 10 7
E R 14 11 19 11 1
& RS g 15 10 15 13
7
B
) PL Pz F3 Pa Fs
1w m 1
| m 1
2] m3 1
2] m 1
4| ms 1
is 1 1 1 1 1
16
1]
18 | FUNKCILA CILA: o
19
20 | OGRANIEEMIA:
21 | Ponuda: RL "o
2 e [ o
-l B o
24 T o
5 s | o
26
27 | Potrainja: " o
5 2 [ o
m P [ o
EN) m [ o
3 s o

Slika 23. Priprema modela na radnom listu
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Formule za ponudu i potraznju napisane su pomocu funkcije SUM te one glase:

e ZaRl:=SUM(B10:F10)
e ZaR2:=SUM(B11:F11)
e ZaR3:=SUM(B12:F12)
e ZaR4:=SUM(B13:F13)
e ZaRS5: =SUM(B14:F14)
e ZaSl:=SUM(B10:B14)
e ZaS2: =SUM(C10:C14)
e ZaS3:=SUM(D10:D14)
e ZaS4: =SUM(E10:E14)
e Za S5 =SUM(F10:F14)

Formula za funkciju cilja je =SUMPRODUCT (B2:F6;B10:F14).

Takoder je vidljivo da desne strane ograni¢enja ponude i potraznje imaju vrijednost 1 jer

jedan radnik moze raditi samo u jednoj stanici.

Zatim pokrecemo Rjesavac te upisujemo potrebne parametre (Slika 23. Popunjavanje
parametara). Funkcija cilja je postavljena na minimum jer se trazi obavljanje poslova u
najkraéem moguc¢em roku. OgraniCenja za ponudu zapisana su kao
($C$21:$C$25=$G$10:$G%$14), a za potraznju ($C$27:$C$31=$B$15:$F$15). Potrebno
je dodati i ograni¢enje da varijable moraju biti binarne ($B$10:$F$14=binarni).
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Parametri alata za rjetavanje *
Postavljanje cilja: SC518 +
Prima:  (7) Maksimum (® Minimum () Vrijednost:

Promjenom varijabilnih celija:
SBS10:5F514 +
PodloZno ogranifenjima:
(SBS10:5F514 = binarni ;
SC521:5C525 = 5G510:5G514 Dodaj
SCS527:5C531 = SB515:5F515
Promijeni
Izbrisi
Ponisti sve
WUcitaj/rijesi
Pretvori varijable bez ogranifenja u pozitivne
Odabegrite metodu | Jednostavni LP e Moguénosti
rjiesavanja: -
Metoda rjesavanja
Za jednostavne nelinearne probleme alata za rjeavanje odaberite GRG nelinearni mehanizam.
Za linearne probleme alata za rjeiavanje odaberite jednostavni LP mehanizam, a za sloZene
probleme alata za rjeSavanje odaberite evolucijski mehanizam.

Slika 24. Popunjavanje parametara

Nakon rjesavanja dobije se optimalni plan na radnom listu (Slika 25. Optimalni plan) te
Izvjestaj o odgovoru (Slika 26. Prvi i drugi dio izvjestaja o odgovoru i Slika 27. Treci dio
izvjestaja o odgovoru). Dobivena rjeSenja pokazuju da ¢e radnik R1 raditi na prvom,
radnik R2 na tre¢em, radnik R3 na petom, radnik R4 na ¢etvrtom, a radnik R5 na drugom

poslu. Pri takvom rasporedu najmanje vrijeme za obavljanje poslova je 41 sat.
Upravo zbog toga $to je problem binarni, u rjeSenju nema izvjestaja o osjetljivosti.

Na Slikama 26.127. moZe se ocitati u kojoj ¢eliji se nalazi funkcija cilja te njezina pocetna
1zavrSna vrijednost, tj. optimalno rjeSenje zadatka. Takoder se vide i podaci o varijablama
kod kojih su zavr$ne vrijednosti binarne, to¢nije broj 1 je za one ¢elije koje pokazuju na
kojem pogonu radi pojedini radnik. Sto se ti¢e dijela izvjestaja u kojem su ogranienja,
moze se zakljuciti da je svaki radnik rasporeden na jedan pogon, tj. da nema slobodnih

pogona.
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A 8 C D E F
1 Pl p2 E] P4 Ps5
F Rl 4 21 12 5 10
3 A2 a 23 3 5 5
4 A3 33 14 13 11 7
5 R4 14 21 113 11 11
6 RS F 16 10 15 13
7
a
9 Pl p2 p3 pa p5
w| m 1 a a a a
11 A2 a a 1 a a
12| ma 1 1 1 1 1
1| R4 a a a 1 a
4 ns a 1 a a a
15 1 1 1 1 1
16
17
18 | FUNKCUA CILIA: a1
19
20 | G RANKENIA:
A |Ponuda: | m1 T 1
b5 Rz "1
2 e
24 LT
5 A
g
7 |Potrainjs p1 T 1
8 P2 T o1
= P31

r

] pa 1
31 P "1

Slika 25. Optimalni plan

4]

it Ll L
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B EBIRE|EE e SR8 E N R R RYE 8

4 | Cilina celja {Minimam)

Cefija raziv Izvorna vrijednost  Zawvréna vrijednost
SCE1E FUNKCIJA CILA: P2 o 41
wariabilne felijle
Celija Maziv Izvorna vrijednost  ZavrEna vrijednost  Gijeli broj
AES10 R1FL o 1 Binami
SCELD R1FZ 4] O Einarmi
EDE10 R1F3 [+] O Einarni
ZESLD R1P4 4] 0 Einarni
SFE10 R1PS 4] 0 Einarni
SES11 RZ FL o O Einarni
50811 R2 P2 o 0 Einarmni
ADELL RZF3 o 1 Binami
EES11 RZ P4 4] O Einarmi
SFS11 RZFS [+] O Einarni
ZEE12 R3PL 4] 0 Einarni
SCE12 R3IPZ 4] 0 Einarni
50512 A3 F3 o O Einarni
SES12 A3 P4 o 0 Einarmni
AFS12 R3 FS o 1 Binami
EE513 RAFL 4] O Einarmi
50513 R4 FZ [+] O Einarni
EDELT R4 P3 o 0 Einarni
ZEE13 R4 P4 4] 1 Binarni
5F513 R4 PS5 o O Einarni
SES14 RS FL o 0 Einarmni
A0514 RS FZ o 1 Binami
EDE14 RS F3 [+] O Einarni
EZES14 RS P4 [+] O Einarni
SFS14 RS PS5 [ O Einarni
Slika 26. Prvi i drugi dio Izvjestaja 0 odgovoru
Cgranienia
Celija Maziv vrijednost felije Formula stanje  Zaliha
0831 RLF2 1 SC521=5G510 Obverujuce o
0522 R2 P2 1 SC522=5G511 Obverujuce [+]
50523 R3FZ 1 50523=5G512 Chverujuce o
50524 R4 FZ 1 50524=5G513 Chbverujude o
50835 RS F2 1 SC525=5G514 Obverujuce o
0527 FLPZ 1 SC527=5B515 Obverujuce [+]
50528 FZFZ 1 SC52B=5C0515 Chverujuce o
scszs F3 P2 1 50528=5D515 Chbverujude o
0530 PaF2 1 SC530=5E515 Obverujuce o
SC531 PS5 P2 1 SC531=5F515 Obverujuce [+]

BB B8 RENKDS8E S

SE510:5F%14=Einami

Slika 27. Treci dio izvjestaja o odgovoru
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9. ZAKLJUCAK

U ovom zavr$nom radu prikazani su osnovni problemi linearnog programiranja u
strojarstvu. Svaki problem je nakon definiranja pretvoren u matemati¢ki model te rijeSen
u MS Excel-u pomocu alata RjeSavaé. Prednost ovakvog rjeSavanja u MS Excel-u je brze
dobivanje rezultata koje je vrlo bitno u poslovanju, a i Excel je program koji moze biti
instaliran na gotovo svakom racunalu te tako svi imaju ovakvu moguénost rjesavanja
problema. Jednostavan je za koriStenje te se dobije detaljan i opsezan prikaz rezultata u
Izvjestaju o odgovoru i Izvjestaju o osjetljivosti pomocu kojih se utvrduje kako ulazni
podaci utjeu na optimalno rjeSenje. Osim u strojarstvu, linearno programiranje se moze
primjenjivati i u drugim djelatnostima poput gradevine, drvne industrije, u proizvodnji
namjestaja, stolarije, zatim u farmaceutskoj industriji za proizvodnju lijekova, tekstilnoj

industriji i sl.
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