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SAZETAK

U ovom zavrSnom radu napravit ¢emo matemati¢ki model putanje rakete i uz pomoc¢
Python programa, izraCunati i graficki predociti rezultate. Prije nego Sto pocnemo opisivati
matematicki model gibanja bilo bi dobro znati neSto opc¢enito o raketama. Na pocetku
zavrdnog rada stoga imamo uvod u numeriCke metode koje, kada opisujemo gibanje
rakete, budu vrlo korisne. Zatim opcenito o raketama gdje, Sto kraCe i razumljivije
objasnjavamo namjenu i dijelove rakete. Kod dijelova rakete opisani su samo oni
najosnovniji dijelovi koji su takoder potrebni za shvacanje matematickog modela gibanja.
Zbog tog razloga necemo ulaziti u kompleksnije teme kako $to su navigacijski sustavi,

elektronika, aerodinamika ili materijali.

Klju€ne rijeCi: Raketa, simulacija leta rakete, numericke metode, dijelovi rakete



SUMMARY

In this final paper we will make a mathematical model of the rocket trajectory and with the
help of the Python program, calculate and graphically present the results. Before we begin
to describe the mathematical model of motion it would be good to know something in
general about rockets. At the beginning of the final work we therefore have an introduction
to numerical methods which, when describing the motion of a rocket, are very useful.
Then we will, as briefly and understandably as possible, explain in general the purpose
and parts of a rocket. Only the most basic parts of a rocket, that are also needed to
understand the mathematical model of motion are described. For this reason, we will not
go into more complex topics such as navigation systems, electronics, aerodynamics or

materials.

Key words: Rocket, rocket flight simulation, numerical methods, rocket parts
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POPIS OZNAKA

OZNAKA OPIS MJERNA JEDINICA
a Ubrzanje m/s?
Ubrzanje rakete kada je uzeto u obzir
“ djelovanje gravitacije mis?
Ubrzanje rakete nakon 20 sekundi leta kada
20 je uzeto u obzir djelovanje gravitacije mis?
F Sila potiska rakete N
g Gravitacijska konstanta m/s?
I Specificni impuls S
k Koeficijent brzine izgaranja goriva ka/s
my Reakcijska masa 1 kg
m, Reakcijska masa 2 kg
my Krajnja masa rakete (masa prazne rakete) kg
m Pocletna masa rakete (masa rakete i goriva) kg
Am Promjena mase kg/s
Am, Promjena reakcijske mase 2 kg/s
mg Masa goriva kg
v Brzina rakete m/s
Vo Brzina ispusnih plinova m/s
Brzina rakete kada je uzeto u obzir
% djelovanje gravitacije mis
2] Brzina reakcijske mase 1 m/s
v, Brzina reakcijske mase 2 m/s
Av, Promjena brzine reakcijske mase 1 m/s?
Vg Konacna brzina rakete m/s
Brzina rakete nakon 20 sekundi leta kada je
V20 uzeto u obzir djelovanje gravitacije mls
Prijedeni put rakete kada je uzeto u obzir
*e djelovanje gravitacije m
Prijedeni put rakete nakon 20 sekundi leta
X20 m

kada je uzeto u obzir djelovanje gravitacije

VI




1. UvVvOD

Razvojem drustva i znanosti u danasnje vrijeme automatsko upravljanje je postalo
neizbjezno. U tu svrhu postavlja se zahtjev da je potrebno poznavati dinamiku tih sustava.
Dinamika sustava opisuje se diferencijalnim jednadZbama za koje mozemo reéi da su
,uzrok problema“ koji nastaje prilikom njihove primjene. Diferencijalne jednadZbe mogu
postati vrlo sloZzene za analiticko rieSavanje, te se tada moramo Kkoristiti analognim
modelom. Na modelu se vrSe mjerenja koja se onda prevode u uvjete sustava kojeg
ispitujemo. Promjene parametara sustava na modelu se vrlo lako realiziraju $to znaci da
se i brzo moze ocijeniti utjecaj tih parametara na promjene fizikalnih varijabli. Prednost
modela se ocCituje i u Cinjenici Sto se fizikalna zbivanja prikazuju u nekom vremenskom

podrucju koje odgovara toj fizikalnoj stvarnosti.

Mozemo reéi kako je modeliranje proces analize stvarnih problema te stvaranje
matemati¢kog opisa u svrhu predvidanja ponasanja odredenog sustava. Modeliranje
mozemo definirati kao otkrivanje i testiranje matematickih prikaza ili modela stvarnih

predmeta ili procesa
Kod modeliranja nekog problema imamo nekoliko koraka kojih se moramo pridrzavati:
1. Analiza problema (identificira se problem da bi se napravio matemati¢ki model)

2. Formuliranje problema (prikupljaju se podaci o ponaSanju sustava, ispituju se
pretpostavke koje pojednostavljuju problem, odreduju se varijable i mjerne jedinice,

pronalaze se odnosi izmedu varijabla i podmodela, definiraju se funkcije i jednadzbe)
3. RjeSavanja problema
4. Testiranje i potvrda to¢nosti

5. lzvjeStaj o modelu (analiziraju se okolnosti u kojima je problem rijeSen, opisuju se
tehnike koje su se koristile pri rjeSavanju problema, objasnjavaju se rezultati i donosi

zaklju€ak o rjeSenjima koja daje model).

Sam model, kao i elementi modela simuliraju dijelove realnog sustava kojeg se ispituje.
Stoga mozemo reci kako se uredaji na kojima se ostvaruju modeli nazivaju simulatori, a

sam postupak gradnje modela simulacijom.

Simulacija je model nekog stvarnog sustava koji dopusta dinamicko izvrSavanje i

manipulaciju istog.



2. OPCENITO O RAKETAMA

2.1. Povijest raketa

Prvo koriStenje raketa zapocinje izumom baruta u Kini u 13. stolje¢u [1]. Tada su se
koristile u ratne svrhe kao eksplozivni projektili ili su sluzile kao pogon za strijele.

Rakete su se koristile u ratne svrhe sve do 1861. godine kada je William Leitch prvi
predlozio koncept koriStenja raketa u svrhu omogucavanja leta ljudima [2]. Moderne
rakete su nastale 1926. godine kada je Robert Goddard stavio nadzvucnu (de Laval)
sapnicu na izlaz komore gdje dolazi do sagorijevanja goriva. Te sapnice pretvaraju vrudi
plin iz komore za sagaranje u hladniji, nadzvuéni, vrlo usmjereni mlaz plina, te je tako
dobio viSe nego dupli potisak i povisio je korisnost motora s 2% na 64%. Takoder je
njegovo koristenje tekucih goriva umjesto baruta uvelike smanijilo teZzinu i povecalo
efektivnost raketa [3].
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Slika 1. Najstariji poznati prikaz raketnih strijela [4]

U danasnje vrijeme razvoj raketa je viSe fokusiran u komercijalne i istrazivacke svrhe gdje
su najmodernije rakete Space Launch System (NASA) i Falcon9 (SpaceX) gdje se
Falcon9-ov prvi stupanj moze koristiti viSe puta.

SpaceX takoder razvija novu ponovno iskoristivu raketu Starship s ciliem drasti¢nog

smanjenja cijene lansiranja i moguénosti lansiranja ljudi na Mars.



2.2. Generalna namjena

Osim Sto se i danas rakete koriste u ratne svrhe, kao $to je navedeno na prijasnjoj stranici,
viSe se koriste za komercijalne razloge, pa se tako raketama mogu lansirati GPS sateliti
u geostacionarne orbite gdje se satelit uvijek nalazi iznad iste toCke na planeti, teleskopi
kao Sto je Hubble Space Telescope ili James Webb Space Telescope te sateliti za
davanje raznih informacija o Zemlji kao Sto su informacije o oblacima, oceanima, zemlji i
ledu.

Takoder postoje sateliti koji mjere plinove u atmosferi, kao Sto je ozon ili ugljikov dioksid,
i koli€inu energije koju Zemlja apsorbira ili emitira. K svemu tome joS mogu nadzirati

pozare, vulkane i njihov dim [5].

1 ‘
Infrared

Slika 2. Prikaz Hubble Space Telescope-a i James Webb Space Telescope-a [6]

Raketama se mogu slati probe na povrsine drugih planeta ili u orbitu oko njih u svrhu
prouCavanja.

Sluze za lansiranje ljudi na Internacionalnu Svemirsku Stanicu (ISS) gdje se provode
razni eksperimenti, a u novije vrijeme se pojavljuje i svemirski turizam gdje obicni ljudi
plate kartu za boravak na ISS-u ili za let u svemir bez postizanja orbite. Takoder se u
nadolazec¢im godinama planira slati ljude na Mjesec i na Mars.

Uz pomoc¢ raketa direktno se moze testirati Einsteinova opc¢a teorija relativnosti. Opca



teorija relativnosti kaZe da dolazi do sporijeg protoka vremena uslijed putovanja blizu
relativistiCkih brzina i ako se tijelo nalazi u gravitacijskom polju. Ta razlika u mjerenju
vremena se odnosi na tijela od kojih se jedno giba relativistickim brzinama, a drugo ne.

Djelovanje gravitacijskog polja se moze testirati jedino ako imamo velike razlike u
visinama tako da je razlika u gravitaciji dovoljno velika da se napravi mjerenje. Tu razliku
izmjerimo tako da se satelit s atomskim satom poSalje u vrlo ekscentri¢nu orbitu gdje je
razlika izmedu najviSe i najnize nadmorske visine viSe tisuca kilometara. Upravo to su
znanstvenici izmjerili 2014. godine i jo§ ¢vrsc¢e potvrdili Einsteinovu teoriju 0 generalnoj

relativnosti [7].

2.3. Dijelovi rakete

Raketa se sastoji od pogonskog goriva, spremnika za gorivo i mlaznice. Takoder imaju
jedan ili viSe raketnih motora, uredaj za usmjerenu stabilizaciju (kao $to su krilca, nonijski
motori ili hidrauli¢ki usmjeravani raketni motori za vektorsku kontrolu potiska i Ziroskopi)
i strukturu koja drzi sve te komponente na okupu. Rakete namijenjene za vrlo velike

brzine imaju aerodinamiénu oplatu na vrhu rakete, u kojoj se uobi¢ajeno nalazi teret [8].

Oplata | Sistem tereta

Sistem navodenja

Sistem
strukture

Pogonski sustav

Slika 3. Dijelovi rakete [9]

Rakete mogu imati i broj drugih komponenta, kao Sto su krila (ako je rijeC o raketnim
avionima kao $to je bio Space Shuttle ili nadolazec¢i Starship) ili padobrani. Raketna vozila
Cesto sadrze navigacijske sustave i sustave navodenja koji uobicajeno koriste satelitsku

navigaciju i inercijske navigacijske sustave.



2.3.1. Turbo pumpe

Kada gorivo sagorijeva u komori za izgaranje dolazi do porasta tlaka u toj komori. Znamo
da kada imamo neku tvar pod vec¢im tlakom taj tlak ¢e se htjeti izjednadciti tako da ¢e ici iz
podrucja viSeg tlaka prema podrucju nizeg tlaka. Posto je spremnik s gorivom direktno
spojen s komorom za izgaranje, tlak goriva u spremniku mora uvijek biti vec¢i od tlaka u
komori za izgaranje. Mogli bi spremiti gorivo pod vrlo visokim tlakom, ali onda dolazimo
do problema da moramo podebljati zidove spremnika goriva dodatnim materijalom kako
ne bi doslo do puknuc¢a spremnika. To dovodi do dodatka mase raketi Sto je vrlo
nepozeljno. OjaCavanje spremnika dodatnim materijalom bi moglo funkcionirati kod
manjih raketa gdje domet nije toliko bitan jer tako smanjujemo kompleksnost pa time i
cijenu rakete, ali kod raketa koje moraju postic¢i orbitu, omjer mase prazne rakete i goriva
je klju¢an, stoga moramo naci drugo rjeSenje.

Ugradnjom turbo pumpi goriva i oksidansa postizemo upravo to, moguc¢nost spremanja

goriva pod niskim pritiskom pa tako i koristenje laksSih spremnika.
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Slika 4. Pumpe vodika i tekuceg kisika [10]

Posto te turbo pumpe moraju moci stvoriti vrlo velike pritiske i protoke mase, zahtijevaju

veliku snagu za pokretanje [10]. Mogli bi staviti elektromotor za pokretanje, ali nam je



onda takoder potreban izvor struje u obliku baterija za startanje elektromotora, a posto
baterije imaju vrlo mali omjer energije naspram masi, koriStenje elektromotora bi dovelo
do prevelikog dodatka mase (naravno postoje izvedbe s elektromotorima, ali za manje
rakete).

RjeSenje leZi u tome da se za izvor energije za pokretanje turbo pumpi koristi pomocni
raketni motor koji koristi isto gorivo i oksidans kao i glavni motor. Time dolazimo do

motornih ciklusa.

2.3.2. Motorni ciklusi

Vrsta motornog ciklusa ovisi o tome kako je ulaz i izlaz pomoénog motora spojen s
ostatkom sustava.

lzvedba moze biti jednostavnija $to nam daje manju korisnost motora ili moze biti
kompleksnija pa tada dobijemo vecu korisnost motora.

Postoje puno vrsta motornih ciklusa od kojih su najée$cée koristena 4 koja ¢emo ukratko

opisati u nastavku.

2.3.2.1. Otvoreni ciklus (generator plina)

Kod ciklusa generatora plina ispusni plinovi pomo¢nog motora su usmjereni prema van i
ne pridonose znacajno potisku rakete. Razlog tome je taj Sto mjeSavina oksidansa i goriva
mora biti bogata gorivom kako produkt izgaranja ne bi bio toliko vru¢ da rastopi dijelove
motora, a posto je mjeSavina bogata gorivom produkt izgaranja bude pun ¢ade koja bi,
kada bi ispuh spaijili s glavhom komorom za izgaranje, zastopala sve mlaznice goriva koje
se nalaze na vrhu komore [10].

Taj ciklus se koristi u kombinaciji s RP-1 (Rocket Propellant 1) gorivom, no u nekim
slu€ajevima se koristi s vodikom (tada je jedini produkt ispusnih plinova voda). Generator

plina je najjednostavniji motorni ciklus $to ga Cini najjeftinijim za implementaciju.
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Slika 5. Otvoreni ciklus (generator plina) [10]

2.3.2.2. Zatvoreni ciklus (bogat kisikom)

Kod zatvorenog ciklusa gdje je mjeSavina goriva bogata kisikom sav kisik prolazi kroz
pomoc¢ni motor gdje se dodaje to¢no onolika koli¢ina goriva koja je potrebna kako bi se
stvorila dovoljna snaga da zavrti turbinu tako da stvori to€an pritisak u pumpi koji ¢e u
konacnici izjednaditi tu povratnu vezu.

Kada imamo mjeSavinu goriva bogatu kisikom izgaranjem takve mjeSavine se razvijaju
ogromne topline, toliko velike da nam je potrebna posebna legura metala koja moze
izdrzati te ekstremne topline.

Kod ovog ciklusa sve gorivo iz spremnika je potroSeno na potisak rakete [10].
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Slika 6. Zatvoreni ciklus (bogat kisikom) [10]

2.3.2.3. Zatvoreni ciklus (bogat gorivom, dupla osovina)

Kao $to je spomenuto kod generatora plina kada imamo mjeSavinu bogatu gorivom tada
je njen produktizgaranja ¢adav. To je istina kada koristimo goriva s velikim udjelom ugljika
kao §to je slucaj s RP-1.

Za ovaj ciklus se primarno koristi vodik. Vodik u teku¢em obliku ima vrlo malu gustocu,
stoga kako bi dobili dovoljno velik protok mase potrebna nam je velika turbo pumpa dok
za kisik nam treba puno manja. Razlika veliina tih pumpi se moZze vidjeti na slici 4. Zato
se u ovom ciklusu koriste odvojene turbo pumpe.

Ovaj ciklus, posto se koristi vodik ima takoder problem brtvljenja na strani pumpe kisika
gdje moze doci do curenja vruceg neizgorenog vodika u pumpu kisika Sto bi dovelo do
eksplozije. Za to nam je potrebna sloZzena brtva kod koje se, osim mehanicke prepreke,
koristi i helij koji se stavlja na sredinu, izmedu kisika i vru¢eg vodika, pod ve¢im pritiskom

tako da, ako bi doslo do curenja, curio bi samo inertni helij [10].



Slika 7. Zatvoreni ciklus (bogat gorivom, dupla osovina) [10]

2.3.2.4. Ciklus punog protoka (stupnjeviti ciklus izgaranja)

Ciklus punog protoka takoder koristi dva pomo¢na motora, gdje je jedan bogat gorivom a
drugi bogat kisikom. Pomoéni motor kod kojeg se koristi mjeSavina goriva bogata gorivom
pokre¢e pumpu goriva, dok pomoc¢ni motor kod kojeg se koristi mjeSavina goriva bogata
kisikom pokre¢e pumpu kisika. To znac€i da ciklus punog protoka mora rijesiti problem,
vruée, kisikom bogate mjeSavine, Sto je opet rijeSeno proizvodnjom vrlo jakih metalnih
legura.

Prednost ovog ciklusa je ta Sto gorivo i oksidans dolaze u komoru za izgaranje kao vruci
plin, zbog €ega dolazi do boljeg izgaranja pa se tako mogu ostvariti ve¢e temperature to
u konacnici dovodi do vecih brzina ispusnih plinova.

Ne zahtijeva slozenu brtvu kao $to je slu€aj kod zatvorenog ciklusa jer pumpa goriva
moze doci u kontakt samo s viSe goriva dok pumpa kisika moze dodi u kontakt samo s
viSe kisika.

Do sada su napraviljena samo 3 motora s ovim ciklusom od kojih je samo jedan ostvario
polijetanje te se aktivno koristi, a to je SpaceX- ov Raptor motor. Uzimajuci sve u obzir,

ciklus punog protoka je najslozeniji ciklus pa time i najuCinkovitiji [10].
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Slika 8. Ciklus punog protoka (stupnjeviti ciklus izgaranja) [10]
2.3.3. Mlaznica

Mlaznice funkcioniraju tako da plin pod visokim pritiskom s molekulama koje idu u svim
smjerovima pretvore u tok vrlo velike brzine gdje je taj tok, u idealnim uvjetima, usmjeren
to€no suprotno od smjera u kojem raketa putuje. To mozemo ostvariti tako da suzimo
prolaz (grlo) u mlaznici, a zbog toga sto je protok mase konstantan plinovi na tom suzenju
¢e morati ubrzati.

Mogli bi zakljuc€iti da je bolje imati $to manju povrSinu grla, no u praksi to nije tako. Kada
brzina plinova u grlu prijede lokalnu brzinu zvuka dolazi do priguSenja protoka, tako da je
idealno da brzina plinova u grlu bude $to bliza lokalnoj brzini zvuka. Ta lokalna brzina
zvuka raste s korijenom temperature pa nam je jednina granica te brzine temperatura
taliSta materijala mlaznice.

Zbog velikih temperatura u mlaznici lokalna brzina zvuka moze biti 5 do 10 puta veca od
brzine zvuka u zraku [11]. Slika 9 prikazuje temperaturu, tlak i brzinu u ovisnosti na

lokaciju u mlaznici.
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Slika 9. Prikaz dijagrama de Laval mlaznice [12]

InZenjeri dizajniraju mlaznice tako da budu savrSenog oblika za pretvaranje toplinske
energije u kineti¢ku energiju.

Kako se povrSina popre¢nog presjeka mlaznice povecava, dolazi do Sirenja volumena
plinova pa time i do smanjenja tlaka i temperature tih plinova. Zbog razlika tlaka dolazi do
ubrzanja plinova gdje podrucje veéeg tlaka gura plinove u podrucju nizeg tlaka. Stoga sto

je maniji tlak na izlazu iz mlaznice to ¢emo viSe ubrzati ispusni plin.
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Slika 10. Ovisnost tlaka naspram brzini ispuSnog plina u Raptor motoru [11]
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Ali tada nastaje novi problem. Kako lansiramo rakete u atmosferi koja je na 1 bar, a tlak
ispusnih plinova nam je blizu 0 bara dolazi do toga da nam zrak ulazi u mlaznicu. Ta

pojava se zove odvajanje protoka i moze vrlo lako unistiti mlaznicu.

Source: Stanford University
"Large-eddy simulation of an over-expanded nozzle"

Slika 11. Simulacija odvajanje protoka [11]

Ispusni plinovi mogu biti maksimalno 40% manjeg tlaka od atmosferskog (1 bar) prije
nego $to dode do odvajanja protoka pa se mlaznice motora za rad u atmosferi prave tako
da im je tlak ispusnog plina na izlazu mlaznice 0.6 bara.

Moguce je postici razliku tlakova od 54% prije nego $to dode do odvajanja protoka tako
da se zidovi mlaznice blago saviju prema unutra kao $to je bio slu€aj kod glavnih motora
Space Shuttle-a [11].

2.3.4. Gorivo

Kada govorimo o gorivu koje rakete mogu Kkoristiti, razlikujemo dvije glavne vrste:

- Kruto gorivo

- Tekuce gorivo
Kruto gorivo je upravo to, kruto (zapravo vise nalikuje gumi). Napravljeno je uglavnhom od

mjeSavine granula krutog oksidansa, kao Sto je amonijev nitrat, amonijev dinitolmid,

amonijev perklorat, ili kalijeva salitra u polimernom vezivom sredstvu, s pahuljicama ili

12



prahom energetskih spojeva goriva. Plastifikatori, stabilizatori, i/ili modifikatori brzine
izgaranja se takoder mogu dodati.

Prednost ovog goriva je ta $to je jeftino i jednostavno je s njime rukovati i skladistiti ga.
Koriste se kod prvog stupnja, koji se nalazi sa strane rakete (paralelni stupan;j), kod kojeg
je potrebna velika snaga da raketa Sto prije izade iz atmosfere. Takoder jednom kada se

to gorivo zapali ne moze se ugasiti jer je oksidans umjes$an direktno u gorivo.

| naravno imamo jos$ tekuce gorivo koje je najzastupljenije. Prednost tekuceg goriva je ta
8to mogu razviti veée brzine ispusnih plinova pa time i veci specificni impuls. To je zato
Sto tekuci oksidansi imaju bolje performanse od krutih oksidansa. Koristenjem tekuceg
oksidansa, tijekom izgaranja, razvijaju se puno vecée temperature pa se time mogu dobiti
i veCe brzine ispusnih plinova. Takoder motori koji koriste tekuée gorivo gdje se oksidans

ubrizgava mogu smanijivati i povecavati potisak, te se mogu ugasiti i ponovno upaliti [13].

Dobro je spomenuti da jo$ postoje hibridna goriva gdje se kruto gorivo koristi s tekuéim
oksidansom, i inertna pogonska goriva gdje gorivo sluzi kao reakcijska masa koja je

ubrzana uz pomo¢ magnetnog polja ili je zagrijavana ili je pod pritiskom.

Kada govorimo o gorivu raketa neizbjezno je da se nesto ne kaze o specificnom impulsu.
Specificni impuls | nam kaze koliko efikasno raketni motor pretvara reakcijsku masu u
potisak, a mjerna jedinica mu je s (sekunda). Vrijednost specificnog impulsa rakete
mozemo dobiti tako da integriramo silu potiska rakete po vremenu ili podijelimo brzinu
ispusnih plinova s gravitacijom (to vrijedi ako je mlaz plina savr§eno suprotno usmjeren
od gibanja rakete). Svako gorivo ima drugaciji teoretski maksimalni specifi¢ni impuls koji

ovisi o gustocCi kemijske energije goriva i o molarnoj masi [14].

1. Teoretski maksimalni specificni impulsi nekih goriva [14]

. . Teoretski maksimalni
Gorivo Oksidans o
specifiCni impuls
Vodik Kisik 5325s
Metan Kisik 458.7 s
Kerozin Kisik 470.2 s
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3. OPIS MATEMATICKOG MODELA

U ovom poglavlju ¢emo opisati matemati¢ki model i navesti formule koje su nam potrebne
za rje$avanje 3 problema. Zelimo naéi ovisnost omjera konaéne brzine i brzine mlaza
plina o omjeru mase rakete i goriva. Zatim ubrzanje, brzinu i put rakete u toku rada
motora, te za zadnji problem Zelimo vidjeti kako se raketa giba kada uzmemo u obzir

djelovanja gravitacije sve dok ne padne natrag na zemlju.

3.1. Ovisnost omjera konacéne brzine i brzine mlaza plina o omjeru masa rakete i

goriva

Gibanje rakete funkcionira na principu o€uvanja koli¢ine gibanja. Zamislimo da imamo
eksploziju u zatvorenoj kutiji. Ta eksplozija, u biti predstavlja vrlo brzu ekspanziju
komprimiranog plina koji pritiS¢e kutiju jednoliko sa svih strana. Sada zamislimo da u toj
istoj kutiji imamo otvor na dnu. Posto ta eksplozija pritiS¢e sve strane kutije jednoliko, sila
na vrhu kutije nije izbalansirana sa silom na dnu kutije jer sada ne postoji dno od kojeg bi
se mogla odgurivati.

Rezultat je da kutija putuje okomito s obzirom na otvor zbog sile koju stvara

ekspandirajuci plin na suprotnoj strani otvora.

Prema Newton-ovim zakonima gibanja, o€uvanje koli€ine gibanja glasi:

m; v, =m, v, (1)

Pa mozemo zapisati:

Avl = 1]2

(2)

1

Ovom formulom mozemo naci promjenu brzine samo za djelomi¢na odbacivanja mase,
ali kako raketa konstantno odbacuje vrlo sitne dijelove mase, konacna brzina se racuna

prema formuli [15]:

Vp =V an— (3)
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Gdje je:

v, - Konacna brzina rakete
vy - Brzinaispusnih plinova
m, - PoCetna masa rakete

m;, - KonaCna masa rakete

|z izraza (3) moZemo naci ovisnost omjera konacne brzine i brzine mlaza plina o omjeru
masa rakete i goriva, a naci cemo ovisnost tako da ¢e nam dvije proizvoljne varijable biti
stalne, za tre€u ¢emo uzeti viSe vrijednosti s kojima ¢emo dobiti vrijednosti Cetvrte

varijable. Zatim s tako dobivenim vrijednostima izraCunamo omijere.

Tablica 2. Primjeri omjera poCetne i konatne mase raketa

Omjer
Masa tijekom . pocetne i

Raketa B . Krajnja masa o

polijetanja krajnje

mase

Ariane 5 (raketa + teret) 746 tona [16] 2.7 + 16 tona [16] 39.9
Titan 23G prvi stupan; 117.02 tona [17] 4.76 tona [17] 24.6
Saturn V (raketa + teret) | 3079.895 tona [18] | 13.3 + 180 tona [18] 15.9

Space shuttle (raketa +
2029.633 tona [19] | 99.117 + 24.4 tona [19] 16.4
teret)
Saturn 1B prvi stupan; 448.648 tona [20] 41.594 tona [20] 10.8

Dobro je napomenuti da tereti iz tablice 2. mogu varirati ovisno o tome na koju visinu se

trebaju poslati.

3.2. Ubrzanje, brzina i put rakete u toku rada motora

Za drugi problem nam je potrebno znati ubrzanje, brzinu i put u odredenom vremenu.
Ubrzanje je promjena brzine podijeljena s promjenom vremena, stoga ubrzanje rakete

mozemo dobiti tako da izraz (2) podijelimo s vrlo kratkim vremenom At:

_Av Am/At
= - Vo (4)
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Am/At nam predstavlja masu plinova koju raketa izbaci u jednoj sekundi, odnosno to je
masa goriva koja sagori pa time i masa koju raketa izgubi u jednoj sekundi. Zbog
jednostavnosti nasSa raketa ce jednoliko gubiti masu odnosno sagorijevati gorivo, stoga
Am/At mozemo zapisati kao koeficijent k pa je tada masa rakete u nekom trenutku t,

m=mo-k-t, zatim ubrzanje rakete u bilo kojem trenutku iznosi [15]:

a(t) = vo (5)

|z izraza (5) mozZemo primijetiti da ubrzanje rakete nije stalno, ve¢ se povecava kako
raketa gubi masu. U praksi je potrebno paziti da brzina rakete ne bude prevelika dok
putuje kroz atmosferu zbog stvaranja dinamickog pritiska koji moze unistiti raketu. Taj
dinamicki pritisak je veci pri vec€oj brzini i pri ve€oj gustoci zraka. Stoga rakete koje putuju
kroz atmosferu i koje imaju motore velike snage moraju imati moguénost smanjenja
potiska. Za nase potrebe zbog jednostavnosti éemo zanemariti otpor zraka a potisak
rakete ¢e nam biti stalno maksimalan. Taj potisak je zapravo stalan $to se moZzemo uvijeriti

tako da izraz (5) pomnozimo s m=me-k-t pa ¢emo dobiti formulu za silu [15]:
F=m-a=v,-k (6)

Nadalje, brzinu rakete u nekom trenutku ¢emo jednostavno dobiti integriranjem izraza (5)

posto je brzina jednaka povrSini ispod grafa (t, a):

0

v(t) =v(0) + voln# (7)

Isto tako ¢emo dobiti i put rakete, posto je put povrsinaispod (t, v) grafa, izraz (7) mozemo

integrirati:

x(t) = vy t(In(my) + 1) + % [(my—k-t)In(my —k-t) —mg - In(my)] (8)
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3.3. Gibanje rakete s gravitacijom uzetom u obzir
Za zadniji problem uzimamo u obzir djelovanje gravitacije. Posto je gravitacija konstantna

i djeluje u suprotnom smjeru od ubrzanja rakete, izraz (5) oduzmemo s vrijednosti

ubrzanja gravitacije:

k
ag(t) = i 9)

Integriranjem izraza (9) u svrhu dobivanja formule za brzinu dobivamo:

_ : M _ .. 10
vy () = v(0) + v, lnmo—k-t g-t (10)

Za dobivanje puta rakete integriramo izraz (10):

xg(t) = vg - t(In(my) + 1) + %0 [(mg—k-t)In(myg —k-t) —mg - In(my)] — % (11)

Nakon Sto potrosi sve gorivo (za na$ slucaj ¢e biti poslije 20 sekundi), raketa se ponasa

kao projektil ispaljen uvis, stoga vrijede druge formule [15]:

az(t) =—g (12)
V0 (t) = v(20) —g -t (13)
X0 (£) = x4(20) + v,(20) - (£ — 20)—M (14)

2

Ove vrijednosti i dalje ne reflektiraju stvarne vrijednosti jer smo zanemarili otpor zraka.
Medutim kako se raketa uspinje tako joj se povecava brzina, a ujedno se i smanjuje otpor
zraka, jos k svemu tome temperatura zraka nije uvijek ista pa i to igra ulogu u gustoci
zraka. Tako da ne postoji jedinstvena formula koja bi mogla opisati silu trenja koja se
stvara tijekom leta rakete. Takoder smo zanemarili i smanjenje gravitacije, ali posto se

gravitacija u najviSoj toCki leta smaniji za par posto njen doprinos je neznacajan.
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4. RIESAVANJE PROBLEMA UZ POMOC PYTHON PROGRAMA

Vrijednosti s kojima ¢emo racunati ¢e biti:

m, = 200 kg
v = 2000 m/s
k =5 kg/s

my= 100 kg (masa goriva)

Probleme ¢emo rijesiti uz pomoc¢ Phytona i rezultate prikazati u obliku grafova.

Program:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

mg = np.linspace(20, 195, 1000) # Lista koja predstavlja masu od 20 do 195 kg
podijeljena na 1000 jednakih dijelova

vp = 2000 # Brzina ispusnih plinova [m/s]
k=5 # Brzina izbacivanja mase [kg/s]

m =200 # Masa rakete s gorivom [kg]

vk =vp * np.log(m / (m - mg))

figl, ax1 = plt.subplots()

vo=Vvk/vp

mo =m/(m - mg)

ax1.plot(mo, vo)

ax1.set_title("Ovisnost omjera konacne brzine i brzine mlaza plina o omjeru masa
rakete i goriva ")

axl.set_xlabel("m/mk")

axl.set_ylabel("vk/vp")
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axl.axhline(color = 'black’)
axl.axvline(color = 'black’)

ax1.grid(True)

t=[] # Listavremena

a=|[] # Lista ubrzanja
v=[  # Listabrzine
x=[] # Lista polozaja
i=0

while i <= 2000:

vrijeme =i/100
t.append(vrijeme)

i+=1

j=0
foriint:

b=vp*(k/(m-Kk*t[]]))

c = (vp * np.log(m/ (m - k * t[j]))) / 1000

d = (vp * tfil * (np.log(m) + 1) + (vp/ k) * ((m - k * t[j]) * np.log(m - k * t[j]) - m*
np.log(m))) / 1000

j+=1

a.append(b)

v.append(c)

x.append(d)

# Izrada grafovaaot,vot,xot

fig2, ax2 = plt.subplots(3, 1)

ax2[0].plot(t, a)

ax2[0].set_xlabel("t [s]")

ax2[0].set_ylabel("a [m/s"2]")
ax2[0].set_title("Ovisnost ubrzanja rakete o vremenu")

ax2[0].axhline(color = 'black’)
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ax2[0].axvline(color = 'black’)
ax2[0].grid(True)

ax2[1].plot(t, v)

ax2[1].set_xlabel("t [s]")

ax2[1].set_ylabel("v [km/s]")
ax2[1].set_title("Ovisnost brzine rakete o vremenu")
ax2[1].axhline(color = 'black’)

ax2[1].axvline(color = 'black’)

ax2[1].grid(True)

ax2[2].plot(t, x)

ax2[2].set_xlabel("t [s]")

ax2[2].set_ylabel("x [km]")
ax2[2].set_title("Ovisnost puta rakete o vremenu")
ax2[2].axhline(color = 'black’)

ax2[2].axvline(color = 'black’)

ax2[2].grid(True)

# Uzimanje gravitacije u obzir

g = 9.81 # Ubrzanije uslijed djelovanja gravitacije [m/s”"2]

t=[] # Listavremena
a=|[] # Lista ubrzanja
v=[] # Listabrzine

x=[] # Lista polozaja

tp=[] # Lista pomoénog vremena

i=0

while i <= 27101:
vrijeme =i/100
t.append(vrijeme)

i+=1
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j=0
i=0
while j <= 27101:

while j <= 2000: # Unutar petlje se raCunaju toCke ubrzanja, brzine i puta rakete dok
je vrijeme manje od 20 sekundi,
# odnosno prije nego Sto raketa potroSi sve gorivo
ubrzanje_rakete = (vp * (k/ (m -k *t[j]))) - 9
brzina_rakete = ((vp * np.log(m / (m - k * t[j])) - (g * t[j]))) / 1000
polozaj_rakete = ((vp * t[j] * (np.log(m) + 1) + (vp / k) * (
(m - k*t[j]) * np.log(m - k * t[j]) - m * np.log(m))) - ((9 * t[i] * t[j]) / 2)) / 1000
j+=1
a.append(ubrzanje_rakete)
v.append(brzina_rakete)

x.append(polozaj_rakete)

tp.append(t[j] - 20.01)

b=-g

nova_brzina = brzina_rakete - (g * tp[i]) / 1000

novi_polozaj = polozaj_rakete + brzina_rakete * tp[i] - ((g * tp[i] * tp[i]) / 2) / 1000
a.append(b)

v.append(nova_brzina)

x.append(novi_polozaj)

i+=1

j+=1
# Izrada grafovaaot,vot,xot
fig3, ax3 = plt.subplots(3, 1)
ax3[0].plot(t, a)
ax3[0].set_xlabel("t [s]")
ax3[0].set_ylabel("a [m/s"2]")

ax3[0].set_title("Ovisnost ubrzanja rakete o vremenu")

ax3[0].axhline(color = 'black’)
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ax3[0].axvline(color = 'black’)
ax3[0].grid(True)

ax3[1].plot(t, v)

ax3[1].set_xlabel("t [s]")

ax3[1].set_ylabel("v [km/s]")
ax3[1].set_title("Ovisnost brzine rakete o vremenu")
ax3[1].axhline(color = 'black’)

ax3[1].axvline(color = 'black’)

ax3[1].grid(True)

ax3[2].plot(t, x)

ax3[2].set_xlabel("t [s]")

ax3[2].set_ylabel("x [km]")
ax3[2].set_title("Ovisnost puta rakete o vremenu")
ax3[2].axhline(color = 'black’)

ax3[2].axvline(color = 'black’)

ax3[2].grid(True)

plt.show()
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5. REZULTATI

5.1. Prvi problem

Ovisnost omjera konacne brzine i brzine mlaza plina o omjeru masa rakete i goriva

0.0

0 5 10 15 20 25 30 35 40
m/mk

Slika 12. Grafi¢ki prikaz ovisnosti omjera kona¢ne brzine i brzine mlaza plina o omjeru

masa rakete i goriva

Za raCunanje omjera smo uzeli vrijednosti brzine ispuha plina od 2000 m/s, masu rakete
200 kg i mijenjali smo masu goriva od 20 do 195 kg kako bi dobili raspon omjera od 1.11
do 40 (simulirali smo vrijednosti do 40 kako bi vidjeli okvirno omjere konacne brzine i
brzine ispusnog plina raketa iz tablice 2). Vrijednosti tog raspona omjera masa sSmo
pridruzili vrijednostima omjera krajnje brzine rakete i brzine ispusnih plinova gdje smo
krajnju brzinu rakete izraCunali preko tog raspona masa goriva. To je rezultiralo grafom
na slici 12.

Te vrijednosti smo uzeli kako bi nam program bio jednostavniji, no mogli smo uzeti bilo
koje druge vrijednosti brzine ispusnog plina i masa rakete i goriva. U konacnici bi dobili
istu krivulju s istim vrijednostima.

|z dobivenog grafa mozemo o itati koju ¢e krajnju brzinu nasa raketa imati. Omjer mase
i goriva naSe rakete iznosi 2 i oCitavanjem s grafa dobivamo omijer krajnje brzine i brzine
ispusnog plina od 0.693, a posto nam je brzina ispusnog plina 2000 m/s, kona¢na brzina

rakete nam iznosi 1386 m/s.

23



5.2. Drugi problem
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Slika 13. GrafiCki prikaz ubrzanja, brzine i puta rakete u toku rada motora
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Kako smo spomenuli u 3.2. da se raketi povecava ubrzanje kako trosi gorivo pa time i
smanjuje tezinu, upravo to mozemo vidjeti u ovim grafovima. Sila potiska je stalna i u
nasem slucaju iznosi 10 kN prema formuliiz izraza (6). U poCetku leta rakete, masa rakete
iznosi 200 kg pa ¢e ubrzanje iznositi 50 m/s? jer je a=F/m, a na kraju leta masa iznosi 100
kg, duplo manje nego na pocetku stoga ¢e i ubrzanje biti duplo ve¢e odnosno 100 m/s?.
Tocno to i mozemo odcitati iz grafa.

Grafove ovisnosti brzine rakete o vremenu i ovisnosti puta rakete o vremenu smo dobili
iz izraza (7) i (8) respektivno. Uvrstavanjem t=20 u formule dobivamo vrijednosti 1386
m/s za brzinu rakete i 12274 m za prijedeni put rakete, Sto se poklapa s grafovima i
mozemo zakljuciti da je program ispravno programiran.

Naravno ove vrijednosti vrijede u idealnom slu€aju kada na raketu ne djeluje sila teza ili
otpor zraka stoga smo odlucili napraviti jo$ jedan set grafova da vidimo kako ¢e se

ponas$ati putanja rakete kada ubacimo djelovanje gravitacije u formule.
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5.3. Treéi problem
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Slika 14. Grafi¢ki prikaz gibanja rakete s gravitacijom uzetom u obzir
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Sada kada smo uzeli u obzir djelovanje gravitacije vrijednosti u 20-oj sekundi su
promijenjene za otprilike 10%, ali kako sada djeluje gravitacija mozemo simulirati putanju
rakete sve dok ne padne na tlo.

Nakon 20 sekundi raketa potrosi sve gorivo $to znaci da viSe ne stvara potisak odnosno
prestane ubrzavati tako da joj sada zbog djelovanja gravitacije ubrzanje iznosi -9.81 m/s?
s obzirom na zemlju (pocinje usporavati).

Isto tako vrijedi i za brzinu. Posto je ubrzanje negativno raketa nakon 20 sekundi svake
sekunde uspori za 9.81 m/s. To se na grafu oCituje kao pravac s negativnim nagibom.
Kada je brzina pozitivha raketa putuje od zemlje, a kada prede x os, otprilike 140 sekundi
nakon polijetanja, postane negativna $to znaci da poc€inje padati prema zemlji. Na grafu
puta rakete u ovisnosti o vremenu to se moze i vidjeti. Kada je brzina rakete pozitivha
visina na kojoj se raketa nalazi raste, kada je brzina 0 tada mozZemo vidjeti da se nalazi

na najvisoj tocki, a kada je brzina negativna visina se pocinje smanijivati.
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6. ZAKLJUCAK

U danasnje vrijeme razvoj raketa je znatno ubrzao zahvaljuju¢i SpaceX-ovom trudu. To
postizu tako da svakim novim letom prikupljaju podatke uz pomo¢ kojih poboljSavaju
rakete za sljedeca lansiranja. Jos k tome njihove rakete se mogu Koristiti viSe puta Sto
smanjuje troSkove izrade novih raketa. PoSto su modelne rakete vrlo skupe za ovaj
zavrdni rad nemamo na raspolaganju rakete kojima bi mogli usporediti naS model sa
stvarnim podatcima. Tako da smo ovim zavrSnim radom htjeli dati uvid u osnove

funkcioniranja raketa i modeliranja njihovog gibanja.
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