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SAZETAK

Cilj ovog diplomskog rada je istraziti i opisati primjenu vektora i matrica u podrucju
strojarstva. Vektori se koriste za opisivanje fizikalnih koli¢ina koje imaju veli¢inu i smjer, poput
sile ili brzine. Kada vektor viSe nije dovoljan za opisivanje fizikalnog problema, koriste se matrice.
U radu su prikazane osnovne definicije vektora i matrica, te njihova primjena u analizi sustava sile
1 krutosti u strojarstvu. Kroz primjere je prikazana prakti¢na primjena vektora i matrica u
strojarstvu, kao 1 njihova vaznost u analizi i1 dizajnu mehanickih sustava. Analizirani su primjeri
iz podrucja statike, dinamike, kinematike, mehanike fluida, nauke o ¢vrsto¢i, metode kona¢nih
elemenata, gdje se koriste vektori i matrice za postizanje preciznih i to¢nih rezultata. Rad je
zakljucen sazetkom dobivenih rezultata i moguénostima daljnjeg istrazivanja u ovom podrucju.

Kljucne rijeci: vektor, matrica, strojarstvo, mehanika



SUMMARY

The aim of this thesis is to investigate and describe the application of vectors and matrices
in the field of mechanical engineering. Vectors are used to describe physical quantities that have
a magnitude and direction, such as force or velocity. Matrices are used when a vector is no longer
sufficient to describe a physical problem. The thesis presents the basic definitions of vectors and
matrices as well as their application in the analysis of force and stiffness systems in mechanical
engineering. The practical application of vectors and matrices in mechanical engineering, as well
as their importance in the analysis and design of mechanical systems, is illustrated through
examples. Examples from the fields of statics, dynamics, kinematics, fluid mechanics, strength of
materials, finite element methods, where vectors and matrices are used to achieve precise and
accurate results, are analyzed. The thesis was concluded by a summary of the results obtained and

the possibilities for further research in this area.

Keywords: vector, matrix, mechanical engineering, mechanics
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1. UVOD

Strojarstvo, kao jedno od znacajnih tehnickih podrucja, koristi razli¢ite matematicke
koncepte i alate u svrhu rjeSavanja slozenih problema. Jedan od takvih kljuénih pomagala su
vektori i matrice, koji omogucuju analizu i manipulaciju velikim skupovima podataka, modeliranje
geometrijskih oblika te rjeSavanje sustava jednadzbi. Primjena vektora i matrica u strojarstvu ima
Siroki spektar primjena, ukljucujuéi konstrukciju i analizu mehanizama, proracun staticke i
dinamicke opterecenosti, simulaciju konstrukcija, projektiranje i kontrolu naprednih robotskih
sustava, izracun toplinske provodljivosti materijala i mnoge druge. Vazno je napomenuti kako su

vektori 1 matrice prvi korak, odnosno klju¢an dio u izradi prorac¢una u strojarstvu.

Cilj ovog diplomskog rada je istraziti razliite primjene vektora i matrica u strojarstvu te
njihovu ulogu u rjeSavanju slozenih problematika u ovom podru¢ju. Pregledom relevantne
literature, bit ¢e analizirane razli¢ite metode i tehnikalije koje se temelje na vektorima i matricama
te Ce biti prikazani konkretni primjeri primjene u prakticnom kontekstu strojarstva. Nadalje,
diplomski rad ¢e se fokusirati na vaznost razumijevanja matematickih koncepta vezanih uz vektore
1 matrice za strojarske inzenjere te ¢e se razmotriti i potrebne matematicke vjestine koje bi studenti
strojarstva trebali steéi tijekom svog obrazovanja.

Kroz ovaj diplomski rad citatelji ¢e imati moguénost upoznati se s razliCitim primjerima
primjene vektora i matrica u strojarstvu te sagledati njihovu vaznost u rjeSavanju slozenih i
prakticnih problema. Razumijevanje ovih matematickih koncepta osigurava inZenjerima
strojarstva snazan alat koji ¢e im pomo¢i u razvoju inovativnih projekata i rjeSavanju izazovnih

problema u svom stru¢nom podrucju.



2. VEKTOR

2.1. Pojam vektora i skalara

Sve fizicke veli¢ine mozemo podijeliti u dvije kategorije, skalare 1 vektore. Skalar je
veli¢ina koja se moze izraziti brojem. Na primjer, duljina neke linije ili plostina neke povrsine su
skalarne veli¢ine. U fizici, skalar je broj koji ima i mjerne jedinice. Primjeri skalarne veli¢ine su
energija, vrijeme, masa i temperatura.

Kada za opisivanje odredene veli¢ine nije dovoljan broj i mjerna jedinica okre¢emo se
upotrebi vektora. Vektori su matematicki alati koji se koriste za opisivanje veliina kao $to su
brzina ili sila. Vektor ili vektorska fizikalna veli¢ina odredena je, kao i skalar, brojem, mjernom
jedinicom, ali takoder smjerom i orijentacijom. Vektor je matematicki pojam koji se razvio iz
teorije usmjerenih duzina. U vektorskom prostoru, vektor je element. Orijentirana duZina AB je
duzina koja ima pocetnu tocku (hvatiste) A i zavrSnu tocku B, pri ¢emu se graficki oznacuje
strelicom od A prema B. Dvije orijentirane duzine AB i CD su ekvivalentne ako se jedna moze
dobiti paralelnim pomakom iz druge. Skup svih ekvivalentnih orijentiranih duzina naziva se vektor

(@), a svaka od tih orijentiranih duZina AB,CD, ... je reprezentant vektora [1].

8|
<

Slika 2.1 Prikaz dvije ekvivalentne duZine [2]



2.2. Vrste vektora i vektorske operacije

Jedini¢ni vektor je vektor ¢ija je duljina jednaka 1. Nul-vektor, s druge strane, nema duljinu
1 predstavlja tocku. Radij vektor ima pocetak u nepomicnoj tocki, obi¢no u ishodistu koordinatnog
sustava, 1 zavrSetak u promatranoj tocki. Kolinearni vektori su paralelni i leZze na istom pravcu,
dok su komplanarni vektori paralelni s istom ravninom. Medusobno suprotni vektori imaju istu
duljinu, ali su suprotne orijentacije [1].
Zbrajanje vektora a i b daje vektor ¢, koji se dobiva pravilom paralelograma ili pravilom trokuta.

Kod pravila trokuta krajnju to¢ku vektora d nanosi se vektor b. Kada spojimo pocetnu 1 krajnju

tocku dobivamo vektor ¢ koji je jedan vektoru 0B, a postupak je prikazan na slici 2.2. Zbrajanje

vektora je komutativno i asocijativno.

O "

Slika 2.2 Zbrajanje vektora pravilom trokuta [3]
Pravilo paralelograma je nac¢in kako zbrajamo vektore koji leZe u istoj ravnini. Ako imamo dva
vektora d i B, mozemo ih predstaviti kao usmjerene duzine koje se susre¢u na istom mjestu. Kada
zbrajamo ove vektore, rezultat ¢ = d + b moZemo predstaviti kao dijagonalu paralelograma. U

tom paralelogramu, d i b su dvije stranice, dok su druge dvije stranice paralelne s @ i b i povucene

iz njihovih krajeva.

Slika 2.3 Zbrajanje vektora pravilom paralelograma [3]



Vise vektora zbrajamo prema pravilu poligona gdje se svaki sljede¢i vektor nanosi na vrh
prethodnog, a pocetna i krajnja tocka tvore novi vektor (zbroj). Pravilo poligona prikazano je na

slici 2.4.

a+b+cad
Slika 2.4 Zbrajanje vektora pravilom poligona [3]

Dva vektora mozemo oduzeti tako da vektoru b promijenimo orijentaciju, nakon ¢ega mijenja

predznak i postaje —b. Dalje je postupak isti kao kod zbrajanja vektora pa vrijedi:

da-b=a+(-b) @.1)
B
A
5 -
5 a+b A a
a
5 (0]
- -
a a-b B
p

Slika 2.5 Zbrajanje i oduzimanje vektora [3]

Umnozak vektora d sa skalarnim brojem t daje vektor b , koji je paralelan s d i ima istu ili suprotnu
orijentaciju ovisno o tome jelit > 0ilit < 0. Duljina vektora B)je |td| = |t||d|. Ova operacija

ima svojstva: (st)d = s(td); (s + t)d = sd + td; t(d + b) = td + tb [3].



]|

Slika 2.6 MnoZenje vektora skalarom |[2]

Skalarni umnozak vektora d i b je njihov produkt s kosinusom kuta ¢ izmedu njih. Ova operacija

je komutativna, distributivna i ima svojstvo t(d - B) =(td)-b=d- (tB)

skalamni produkt vektora @ i b je skalar

b = |@|-|b|-cosp = ab cose

Slika 2.7 Skalarni produkt vektora [2]
Vektorski umnozak vektora d i b je vektor ¢ koji je okomit na @ i b. Njegova duljina je
|d x B| = |a| - |B| - sin . (2.2)

vektorski produkt vektora @ i 1 je vektor &

xb

> >
c~-a
\ T=bxa

le| = I};xsl = IZI-IKI-sinw = ab sing

oy

.....................

b P=ab sing

Y

=y

Slika 2.8 Vektorski umnozZak dva vektora [2]

Mjesoviti vektorski umnozak (d x 5) - C jednak je (E xc¢)-di(@xa)- b, dok je dvostruki

vektorski umnozak (& x B) X € jednak (d - b — (B -¢)d.



U Kartezijevom koordinatnom sustavu, vektori se predstavljaju pomocu koordinata i jedini¢nih
vektora 7, 7,% koji pokazuju smjerove koordinatnih osi x,y i z. Na primjer, ako vektor d po¢inje
u ishodistu sustava i zavrSava u tocki A(ax, ay, az), tada se taj vektor moze zapisati kao @ =
a,T + a, ]+ a, k. Slicno, vektor b koji pocinje u ishodistu i zavrsava u tocki B(by, by, b,),

moze se zapisati kaob = b, T + byj + b, k [3].

'

-~
-

Slika 2.9 Prikaz vektora u Kartezijevom koordinatnom sustavu [2]

U nastavku su navedene vektorske operacije u Kartezijevom koordinatnom sustavu [2].

1. zbrajanje
d+b=(a +b)i+(a+b)j+ (a, + b))k,
2. umnozak vektora sa skalarom
td = ta, i + ta,j + tayk,

3. skalarni umnozak

a-b=ab, + a,b, + a, b,
4. vektorski umnozak
I LA
axhb=|a, a, a,
b, b, b,



—

dx b= (a,b,—a,b,)i + (a, by —a, b)j + (ay b, —a, b k.
Duljina vektorad = a,i + a,j + a,k dana je izrazom:

a= /a,% + a3 + az, (2.3)

gdje je apsolutna vrijednost (modul) vektora jednaka:

a = |dl. (2.4)

Kut izmedu vektora @ = a,i + a,j + a,kib = bl + byj + b,k moze se odrediti iz

izraza:
d-b
cosp = ——, (2.5)
lal - [b]
Sto je jednako:

ayby + a,b, + a,b,
JaZ+az+aZ - /bZ+bZ+bZ

cos @ = (2.6)



3. MATRICE I DETERMINANTE

Matrica je funkcija

A. {{1, 2,...mkx{1,2,..,n} - R
(l']) - A(l,]) = aij

iz Kartezijevog produkta {1, 2, ..., m} X {1, 2, ..., n} u skup realnih brojeva R

A1 Qi 0 Qqp
a a cee a
L (3.1)
Am1 Amz = Qmn
ili krace zapisano:
A= [aij]mxn = (aij)mxn (32)

Broj a;; je element matrice u i-tom retku i j-tom stupcu. Red matrice je horizontalni niz brojeva,
a stupac matrice je vertikalni niz brojeva. Matrica s m redaka i n stupaca je tipa (m X n) ili formata
(m x n). Elementi matrice mogu biti realni brojevi, kompleksni brojevi ili drugi matematicki

objekti. Matrice se oznacavaju velikim slovima [4].

Primjer 3.1.
4 8 1+i 2
Az[; i B=|-3 2], C=H 1 1 D=| -2 0].
3 0 V2i -1

U primjeru kaZe se da je matrica A (2 X 2) tipa. Prvi broj oznacava broj redaka, a drugi broj
oznacava broj stupaca. Matrica B je (3 X 2) tipa, §to znaci da matrica B ima 3 retka i 2 stupca.
Matrica C je (2 X 3) tipa, dok je matrica D (3 X 2) tipa i njezini elementi su realni i kompleksni
brojevi. U prvom retku i drugom stupcu matrice D nalazi se element d,, = 2.

Matrica kojoj su svi elementi jednaki nuli naziva se nul-matrica, a mnozenje bilo koje ulancane

matrice nul-matricom rezultirati ¢e nul-matricom [4].

0 0 O
0=(0 O 0] (3.3)
0 0 O

Dvije matrice A = [%ij],, xn i B= [b; jlp x r jednake su ako, i samo ako, su ispunjeni sljede¢i
uvjeti:

1. m=pin=r,

2. Qij =b;

Vi j.



U prvom uvjetu vrijedi da redak matrice A i redak matrice B moraju biti isti, a isto vrijedi i za
stupce matrica kako bismo mogli re¢i da su te dvije matrice jednake. Kako bi se osiguralo
jednostavno razumijevanje, moze se re¢i da dvije matrice jednakog formata ostvaruju jednakost

kada su elementi na odgovarajué¢im pozicijama isti.

Matrica s jednim retkom specificno se naziva ret€ana matrica, dok matricu s jednim stupcem

nazivamo stupcana matrica. Ove matrice nazivaju se jos i vektorima [4].

Primjer 3.2.

A=[2 7 3, B=

1

Matrica A je retéana matrica (1 X 3) tipa, matrica B je stupfana matrica (3 X 1) tipa, a matrica C

je iret¢ana i stupCana matrica tipa (1 X 1).

Za neku proizvoljnu matricu A = [@ij],, «, pripadna inverzna matrica u odnosu na zbrajanje je

matrica [—ai j] koja se oznacava s —A.
n

m X
Transponirana matrica AT matrice A = [%ij],, x » je matrica koja se od izvorne matrice dobije na

nacin da se redcima i stupcima zamijene mjesta:

A1 Q1 0 Gma
Az Gz Gm2

AT = : : : : (3.4)
Ain  Qzn " Qmn

Ukoliko matrica ima isti broj redaka i stupaca (m = n), tada se takva matrica naziva kvadratna
matrica reda n. Kod kvadratnih matrica razlikuju se glavna i sporedna dijagonala. Glavna
dijagonala kvadratne matrice je dijagonala koja ide od gornjeg lijevog do donjeg desnog kuta, dok
je sporedna dijagonala dijagonala koja ide od gornjeg desnog do donjeg lijevog kuta matrice.

Glavna i sporedna dijagonala su oznacene podebljanim linijama u nastavku.

gy Qi 0 Qg 0 Qyp-1 A
Q1 Az = Gy =+ Uy q Qgp
Aol : : : : : : 35
Ay Qi - Ayt Qip—r Qip (3-5)
[ Ap1 Qpp Ani Ann-1 Aun

Za kvadratnu matricu A kaZzemo da je simetri¢na ukoliko vrijedi AT = A, a antisimetri¢na ukoliko

vrijedi AT = —A.



Primjer 3.3.

7 2 6 0 -1 3
A=12 0 5|, B=]|1 0 5].
6 5 3 -3 =5 0
7 2 6 0 1 -3
AT=A=(2 0 5|, B'=|-1 0 —5].
6 5 3 3 5 0

Iz primjera matrica A je simetri¢na, a matrica B je antisimetricna matrica.

U nastavku su navedena svojstva transponiranja matrica:

1. (AD)T=A,
2. (A+B)T=AT+BT,
3. (AA)T =2AT,

4, (A-B)T=BT-AT
Matrica u kojoj su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli zovemo dijagonalna matrica,
a ako su uz to i svi elementi glavne dijagonale jednaki 1, takvu matricu nazivamo jedini¢na matrica

1 oznacavamo je slovom I.

di 0 100
D = dijag {d,, ..., dy} = ? df ? , lz[o 1 0]
0 0 - d, 0 0 1

Gornja trokutasta matrica je kvadratna matrica u kojoj su svi elementi ispod glavne dijagonale

jednaki nuli. Za gornju trokutastu matricu vrijedi a;; = 0zai > jtea;; # 0zai < j.

Primjer 3.4.
31 2
G=|0 6 5
0 0 7

Donja trokutasta matrica je kvadratna matrica u kojoj su svi elementi iznad glavne dijagonale

jednaki nuli. Za donju trokutastu matricu vrijedi a;; = 0zai < jtea;; #0za i = j[1].

Primjer 3.5.
3 00
D=|2 1 0
-1 7 5
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3.1. Matricne operacije

Zbrajati, odnosno oduzimati, mozemo isklju¢ivo matrice istog tipa, odnosno matrice koje imaju

isti broj redaka i stupaca. Rezultat zbrajanja (oduzimanja) matrica je matrica:

ay1 * byy Q2 £ by 0 A byy
a,, b a,, + b e« Ay, T b

AxB= [a; £by] o= |77 TR TR (36)
Am1 + bml Am2 t bm2 t Amn + bmn

Zbrajanje (oduzimanje) matrica je komutativna i asocijativna operacija, a neutralni element za
zbrajanje (oduzimanje) matrica je nul-matrica.
Kod matrica postoji suprotni element. Zbrajanje (oduzimanje) matrica sa suprotnim elementom

rezultirati ¢e nul-matricom.

A+ (—A) =0 = (-A) +A.

Zbrajanje matrica i mnozenje matrice skalarom povezani su svojstvima distributivnosti:
A(A+ B) = 1A + 4B, A+ A =21A+ A
1 svojstvom kvaziasocijativnosti:

A(uA) = (AWA.

Nakon analize svojstava matrice, moZze se zakljuciti da zbrajanje matrica ima ista svojstva kao i
zbrajanje brojeva.
Matrica se mnozi skalarom (brojem) tako da se svaki njezin element pomnozi tim skalarom.

Rezultat mnoZenja matrice A = [@%ij],, x , skalarom A € R je

/1(111 /‘lalz b /1a1n
Aa Aa - la

/1A = [llal]]m Xn = 521 :22 : :Zn (3.7)
Ay Ay 0 Aagn

Svojstva mnozenja matrica:
a) Mnozenje matrica nije komutativna operacija:
A-B+B-A.
b) Mnozenje matrica je asocijativna operacija pod uvjetom da su matrice A, B i C ulan¢ane:
(A-B)-C=B-(A-0).

c) Jedini¢na matrica I neutralni je element za mnoZenje matrica, ali pod uvjetom da je A
kvadratna matrica reda n, a I je jedini¢na matrica istog reda. Jednostavnije receno, matrice
moraju biti kvadratne 1 imati isti broj redaka i stupaca:

A-1=1-A=A
d) Kod mnozenja matrica vrijedi svojstvo distributivnosti u odnosu prema zbrajanju:

A-B+C)=A-B+A-C,
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(B+C)-A=B-A+C-A
e) Kod mnozenja matrica vrijedi zabrana kracenja:
A‘-B=A-C=B=C A#0A=I).

Kod matrica vrijedi oznaka A = A - A, odnosno A™ = A+ A""1, zan € N pri ¢emu uzimamo da
je A° = I. Isto vrijedi kod brojeva.
Ako je A proizvoljna kvadratna matrica, razlikujemo:

e nilpotentna matrica ukoliko je A2 = 0,

e involutorna matrica ukoliko je A2 = I,

e idempotentna matrica ukoliko je A% = A,
Matrica [(1) 8] je nilpotentna, a matrica [(1) 2] involutorna i idempotentna.

U sljedec¢em primjeru prikazane su gore navedene operacije nad matricama [1].

Primjer 3.6.
2 3
[y -5 z][ ]
:[4-2 4-3_[3-1+0-2+6-3 3-(—1)+O-O+6-1]
4-4 4-5 —5-1+1-242-3 -5-(-1)+1-0+2-1
[8 12 [21 3:[8—21 12—3:[— ]
16 20 3 7 16 -3 20-7 13 13

3.2. Inverzna matrica
Inverzna matrica neke kvadratne matrice B je matrica koja se ozna¢ava s B~! i za koju vrijedi
sljedece:

B-B1=B1-B=1. (3.8)
1z gornje jednakosti slijedi:

det(A™1) =

de t( 2 (3.9
Ako za neku kvadratnu matricu vrijedi det(4) = 0, tada ta matrica nema inverznu matricu i kaze

se da je singularna, a ako vrijedi det(A4) # 0, matrica ima inverznu matricu i matrica 4 je regularna

(nesingularna).
aq aq, o Qqp
Za regularnu matricu A = a:21 a?Z a?n
A1 Qpz  Qpp

vrijedi:
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A—l — AT
det(4) (3.10)
gdje je
A11 A12 Aln
A — A21 A.ZZ AZn
Anl An2 Ann

Matrica A zove se adjungirana matrica matrice A ili jednostavnije adjunkta. Njezini elementi 4; j
algebarski su komplementi elemenata matrice A. Algebarski komplement (kofaktor) A;; elementa
a;jje

Aij = (=1)™/Dy;

Pri tome je D;; minora ili subdeterminanta elementa a;;, odnosno determinanta koja se dobije kada

JE)

se u polaznoj determinanti izostave i — ti redak i j — ti stupac [1].

Primjer 3.7.
Potrebno je odrediti inverznu matricu zadane matrice:
_[2 =2
a=1%5

Najprije se provjerava je li zadana matrica invertibilna tj. postoji li uopée njezina inverzna matrica.
|2 —2|_g_¢-
det(A)_|_3 4|_8 6=2%0

Budu¢i da je determinanta razli¢ita od 0 matrica je invertibilna, odnosno moze se odrediti inverzna
matrica. Racunaju se algebarski komplementi svakog elementa polazne matrice
Ay =DM -4=4
A = (=D™"%-(=3) =3
Ay = (D1 (=2)=2
Ay = (1)**2-2=2
koji se zatim zapisuju se u adjungiranu matricu
a=[; ;

nakon ¢ega se odreduje inverzna matrica
1 g 3T 14 2_% 1
TR T
212 2 213 2 > 1
MnozZenjem zadane matrice s inverznom matricom (u bilo kojem poretku) rezultirati ¢e jedinicnom

matricom, odnosno izvrsSiti ¢e se provjera.
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3
2 1] 2:2-2-= 2:-1-2-1
3 =

A-A"1 = 2 _2.[ 2 :1 0
[_3 4] 2 ! —3-2+4-; 31441 O 1]

3.3. Determinante i svojstva determinanti
Kako bi se bolje definirala inverzna funkcija potrebno je upoznati se s pojmom determinante. Neka

je zadana opcenita kvadratna matrica A tipa (n x n):

a1 QA - Qqp

A1 Az - Qyp
A= : : : :

An1 Ap2 **° QApp

Kvadratnoj matrici moze se pridruziti skalar, odnosno njezina determinanta. Taj skalar (broj)

oznacava se s det(A) ili |A|. Koristimo i sljedeci zapis:

a1 Q1 - Qqp
Ay1 Qpp - Qyp
ap1 QApz ° Qpp

Zan = 1 definira se determinanta prvog reda

det(A) = ay;. (3.11)
Za determinantu drugog reda definiran je izraz
A1 Q12
det(4) = |A| = |a21 a22| = Q11027 — Aq2021- (3.12)

Za determinantu tre¢eg reda definiran je sljede¢i izraz i takva determinanta moze se rijesiti npr.

Sarrusovim pravilom:

aj; Q12 Qg3 aj1 Q412 Q3] Q11 dg2
det(A) = |A| = |21 Q22 Az3| =|A21 QAzz Az3|A21 QA
az; dzz dsz asz; dzp dszz|dz; QA3 (3.13)
= Q33032011 + Q3102301 T A32021A13—A31022013 — A32023011
— Q33021013
Primjer 3.8.
1 2 3 1 2 3|11 2
4 5 6|=|4 5 6/4 5=1-5-04+2-6-74+3-4:-8—-—7-5:-3—8:6-1—-0-4-2
7 8 0 7 8 017 8
=27

Dana determinanta tre¢eg reda u primjeru rijeSena je Sarrusovim pravilom. Prvi korak je
prepisivanje prva dva stupca desno od determinante. Zatim se zbrajaju umnosci elemenata na

glavnoj dijagonali i na dvije dijagonale paralelne s glavnom dijagonalom na desnoj strani. Nakon
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toga oduzimaju se umnosci elemenata na sporednoj dijagonali i na dvije dijagonale paralelne sa
sporednom dijagonalom na desnoj strani.

Sarrusovo pravilo vrijedi samo kod rjeSavanja determinanti tre¢eg reda, a ukoliko se racunaju
determinante reda n > 2 koristi se opc¢enitiji postupak, Laplaceovo pravilo.

Kako bi se definirala determinanta koja vrijedi za opcenitu kvadratnu matricu (nx n) tipa
potrebno je upoznati se s dva nova pojma.

Svakom elementu a;; kvadratne matrice pridruzuju se:

e minora elementa q;;, $to je determinanta dobivena izostavljanjem i-tog retka i j-tog stupca

js
iz matrice A, a oznaCava se s D;;

e algebarski komplement 4;; = (- D;j elementa a;; [1].

Primjer 3.9.
1 2 3

Neka je zadana proizvoljna matricaA = |4 5 6|, minora D,; elementa a,; = 4 jednaka je
7 8 0

021=|223 (?;|=2-0—3-8=—24.

Algebarski komplement A, elementa a,; = 4 je
Ay = (—1)**'Dyy = 24.

Sada se moze definirati determinanta matrice:

A1 QA2 7 Qqp n n
z1 Q2 Qzp i+

det(A) = | ; s = Z(_l)lﬂaijDij = z a;jAjj (3.14)
An1 Qnz2 = OQpp j=t j=t

Taj postupak naziva se Laplaceov razvoj determinante ili po i — tom retku ili po j — tom stupcu.

A1 QA2 7 Qqp n n
z1 Q2 Qzp i+

det(A) = | ; o | = Z(_l)lﬂaijDij = z a;jAij (3.15)
An1 Qnz = OQpp =1 =1

Pomocu Laplaceovog razvoja racunaju se determinante n — tog tako da ih svedemo na racunanje

determinanti reda (n — 1) [1].

Primjer 3.10.
Identi¢an primjer determinante matrice iz primjera 3.9. moze se rijesiti Laplaceovim razvojem po

i — tom retku ili po j — tom stupcu.

1 2 3
4 5 6| = {Laplaceov razvoj po tre¢em retku}
7 8 0
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LGV Rath A A F Vet B I P CE VAR Y

=7-(2:6-3-5—-8-(1-6—4-3)+0

=-21+48 =27
1 2 3
4 5 6| ={Laplaceov razvoj po drugom stupcu}
7 8 0

NGV RRE B L E CEDC - B A P CE VAR B

=-2-(4-0-7-6)+5-(1-0-7-3)—8-(1-6—4-3) =27
Iz primjera vidimo da se racunanje determinanti komplicira §to je red determinante ve¢i. Kada bi
se raCunala determinanta 5. reda u prvom koraku Laplaceovog razvoja pojavilo bi se 5 minora
determinanti 4. reda. Ta determinanta rezultirala bi s 4 minore determinanti 3. reda. Kako bi se
racunanje ubrzalo koriste se svojstva determinanti [1].
1. Ukoliko se matrica B dobije zamjenom dva susjedna retka ili stupca iz matrice 4 tada je
det(4) = — det(B).
2. Ako su dva retka ili stupca matrice A jednaka ili proporcionalna tada vrijedi
det(4) = 0.
3. Ukoliko se proizvoljno odabere redak ili stupac i pomnozi se nekim faktorom, Citava
determinanta se mora mnoziti tim faktorom.
4. Determinanta gornje ili donje (dijagonalne) trokutaste matrice jednaka je umnosku
elemenata glavne dijagonale.
5. Ukoliko u determinanti postoji redak ili stupac koji ima sve elemente jednake nuli, tada je
vrijednost te determinante jednaka nuli.
6. Ako se redak ili stupac matrice A dobije kao linearna kombinacija neka druga dva retka ili
stupca, tada je determinanta matrice A jednaka nuli.
7. Ako se matrica B dobije iz matrice A mnoZenjem jednog retka ili stupca konstantom k,

tada vrijedi

det(B) = k - det(4).

Primjer 3.11.

1 g 2 _ {l. redak mnozi se s (-4) i pribraja 2. retku, }
B vrijednost determinante ostaje ista

7 8 0
1 2 3 .. C
0 3 6l = {l. redak mnozi se s (-7) 1 pribraja 3. retku, }

[ vrijednost determinante ostaje ista

7 8 0
1 2 3 .. o
0 3 6l = {2. redak mnozi se s (-2) i pribraja 3. retku, }
0 : p __2 1 B vrijednost determinante ostaje ista
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1
0
0

2
-3
0

3
-6
-9

|

determinanta gornje trokutaste matrice jednaka
je umnosku elemenata glavne dijagonale

=1-(=3)-(-9) =27

}
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4. PRIMJENA VEKTORA U STROJARSTVU

Vektori se koriste u strojarstvu za opisivanje razlicitih fizickih veli¢ina i njihovih svojstava. Neki

od primjera u kojima se koriste vektori u strojarstvu ukljucuju:

1.

Sile i momenti: Sile i momenti su vektorske veli¢ine jer imaju smjer i veli¢inu. Koriste se
za proraunavanje optereenja na konstrukcijama, odabir materijala i dizajniranje
mehanizama.

Brzina i ubrzanje: Brzina i ubrzanje takoder su vektorske veli¢ine koje se koriste za
promatranje kretanja tijela. Kada se proucava kretanje stroja ili konstrukcija, vektori se
koriste kako bi se odredio smjer, brzina i ubrzanje tijela.

Sila trenja: Sila trenja je vektor koji se koristi za opisivanje otpora koji se javlja izmedu
dviju povrsina koje se pomicu jedna o drugu. Vektor sile trenja koristi se u dizajnu lezajeva,
spojeva i prijenosnika sustava.

Vektori napona: Vektori napona koriste se u analizi naprezanja i deformacija materijala.
Oni opisuju smjer i intenzitet naprezanja unutar materijala i koriste se za dizajniranje
konstrukcija i komponenata kako bi se osigurala Zeljena trajnost i pouzdanost.

Momenti inercije: Momenti inercije takoder su vektorske velic¢ine koje opisuju otpor tijela
na promjene u rotaciji. Oni se koriste u proracunima dinamike strojeva, vibracija i

ravnoteze.

Ovo su samo neki od primjera u kojima se koriste vektori u strojarstvu. Vektori su kljucni za

pravilan dizajn, proracune, analizu i optimizaciju strojeva, konstrukcija i sustava [5].

&l

Slika 4.1 Definiranje sile [6]

Na slici 4.1. duzina AB predstavlja intenzitet (veli¢inu) sile F koja djeluje na pravcu p u smjeru

od toc¢ke A prema tocki B Sto je prikazano strelicom, a hvatiSte joj se nalazi u toc¢ki A. Kada sila

djeluje na kruto tijelo moguce joj je pomicati hvatiSte duz pravca djelovanja, pa se tada sila naziva

klize¢i vektor ili vektor vezan za pravac.
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Sila je vektorska veli¢ina koja definira mehanicko djelovanje jednog tijela na drugo tijelo, a mjerna
jedinica za veli¢inu sile je Newton [N]. Vanjske sile djeluju na neko tijelo izvana, a unutarnje sile
djeluju unutar tijela i opiru se djelovanju vanjskih sila. Vanjska sila moze biti rasporedena na
povrsinu (npr. hidrostatski tlak), po volumenu (npr. gravitacijska, magnetska) ili moze djelovati
koncentrirano u jednoj tocki. Vektorske ili usmjerene veli¢ine su opisane intenzitetom, pravcem i
smjerom, pa se u tom slucaju radi o slobodnom vektoru. Osim slobodnog vektora, poznajemo i
vektor vezan za tocku koji se javlja kada je potrebno znati tocku hvatiSta, odnosno tocku u kojoj
se djelovanje jednog tijela prenosi na drugo tijelo. To je vazno kod deformabilnog tijela, buduéi

da njegova deformacija ovisi o tocki u kojoj se na njega prenosi mehanicko djelovanje [6].

% T
D) n

ﬁ( -
F

|
— | '
vy F ¥
Moment sile Spreg sila

Slika 4.2 Moment sile i spreg sila [6]
Staticki moment sile je umnozak sile i udaljenosti pravca njezinog djelovanja od osi ili to¢ke prema
kojoj taj moment djeluje, a odreden je veliCinom i smjerom djelovanja. Moment se moze prikazati
vektorom, a najcesce se opisuje veli¢inom i zakrivljenom strelicom oko tocke ili osi u smjeru

djelovanja momenta.
Moment je odreden

M=F-a (4.1)
gdje je a krak (udaljenost u metrima) sile F u odnosu na totku ili os njezinog djelovanja.

Spreg sila ¢ini par, odnosno dvije sile koje su jednake po veli€ini s paralelnim pravcima djelovanja,

ali imaju suprotan smjer.
Veli¢ina momenta sprega sila je

M=F-b (4.2)
gdje je b udaljenost (krak sile) izraZena u metrima. Krakovi sila a i b su skalari.

Mjerna jedinica za moment sile i moment sprega sila je Nm ili, zastupljenije u strojarstvu, Nmm.
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Slika 4.3 Sustayv sila [5]

Sustav sila prikazan je na slici 4.3 i definira se kao skup svih sila koje djeluju na tijelo.

4.1. Sile u ravnini

4.1.1. Sastavljanje i rastavljanje sila

=
—> - - /
/
F, _.-~ /
"'/ //
/.’ - QO/N\ ///
- \% //

el

Slika 4.4 Paralelogram sila [6]

Ako dvije sile E)IFZ) djeluju u jednoj tocki, po zakonu paralelograma te se sile sastavljaju u
rezultantnu silu F_R). Moze se reci da je djelovanje rezultantne sile F_R) u pocetnoj tocki A jednako
zajednickom djelovanju sila E)IFZ) Kada se vektorski zbroje sile Fl)ifz), one zajedno daju
rezultantu E) = Fl) + FZ) [6].

Sile je moguce zbrajati analiticki i graficki, a zbroj sila Fl) i Fz) dobiva se analitickim postupkom

kao veliCina rezultante F uz pomo¢ kosinusovog poucka:

|§| =Fp = \[Flz + F22—2 -F; - F, - cos(180°-y)

(4.3)
=\[F12+F22+2'F1'F2'COS]/
Za raCunanje kutova a i f koristi se sinusov poucak
F F. F,
: 2 X (4.4)

sina sin B - sin(180°-y)
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gdje je:

F,=|F| F=|FK| (4.5)

Slika 4.5 Trokut sila [6]

Drugi graficki nacin sastavljanja sila je pomocu trokuta sila. U odabranom mjerilu, po veli¢ini
smjeru i pravcu crta se sila Fl), a na njezin vrh nadovezuje se sila FZ) Kada se spoji pocetak prve

sile 1 kraj druge dobiva se rezultanta F_R), a njezin smjer je uvijek suprotan smjeru obilaZenja

komponenata (sila) [6].

m& A F, \p,
L NUE

F F
3 e

Slika 4.6 Rastavljanje sile na dvije komponente [6]

Rastavljanje sile na dvije komponente odvija se suprotnim postupkom od prethodno prikazanog.

Zadana je sila F' i dva pravca p, i p,. Sila se crta u izabranom mjerilu paralelno s njezinim pravcem

1 u zadanom smjeru djelovanja. Zatim se crtaju paralele sa zadanim pravcima p; i p,, i to tako da
se prvi pravac provuce kroz pocetnu tocku zadane sile ¢ime se dobiva prva sila Fl), a drugi pravac
se povuce kroz vrh sile Fl), te se na taj nacin dobije druga sila Fz) Kao 1 kod postupka sastavljanja

sila, dobivene komponente Fl) i Fz) imaju smjer obilaZenja suprotan smjeru zadane sile [6].
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Slika 4.7 Sastavljanje sila pomocu poligona sila [6]

Ukoliko u nekoj tocki djeluju vise od dvije sile, rezultantu je moguce dobiti crtanjem poligona
sila. U proizvoljno izabranom mjerilu sile se nanose paralelno prema planu polozaja na sljedeci
nacin: nacrta se prva sila, a na njezin vrh se nanosi sljedeca i tako sve dok se ne nacrtaju sve sile
u poligonu sila. Trazena rezultanta F_R) dobije se spojnicom pocetka prve sile i kraja posljednje sile
u poligonu sila, a njezin je smjer obrnut smjeru kojim obilaze zadane sile. Sile se ne moraju crtati
redom, ve¢ je moguce potpuno proizvoljnim redoslijedom nanositi sile. Zajednicko hvatiste
zadanih sila ujedno je i hvatiSte rezultantne sile u planu polozaja, a oznaceno je s 0 (ishodiste).

Pravac djelovanja p paralelan je s rezultantnom iz plana sila [6].

Iste rezultate moguce je dobiti analitiCkim postupkom, i to metodom projekcija. Kroz hvatiste sila
0 nacrta se pravokutni koordinatni sustav na koji se projiciraju sile. Suma svih projekcija zadanih
sila na neku os jednaka je projekciji rezultante tih sila na istu os. Ukoliko neka sila F zatvara s
osima kut a, tada su njezine komponente izrazene sljede¢im jednadzbama:

FE,=F-cosa, F, =F -sina. (4.6)

Velicina (projekcije) rezultante na osima dobiva se zbrajanjem projekcija zadanih sila:

Fpy = z Fy,  Fry = z F,. 4.7)

Za odredivanje rezultante primjenjuje se Pitagorin poucak, i to na sljedeci nacin:

Fr = /FRxZ + Fg,”. (4.8)

Kako bi se odredili smjer i pravac na kojima djeluje rezultanta potrebno je odrediti kutove nagiba

Qg [ fr uodnosuna x iy os:
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FRx
cosap = ——, cos fr = —.
Fy Fr

4.1.2. Djelovanje sila u razli¢itim to¢kama

Slika 4.8 Rezultanta sila raznih hvati§ta u ravnini [6]

(4.9)

Sile koje djeluju na jedno tijelo u razliitim tockama u ravnini mogu se zamijeniti jednom

rezultantnom silom. Postupak za sastavljanje ovih sila u rezultantu moze biti analiticki ili graficki.

Prilikom analitickog zbrajanja sila, treba paziti da se sile koje djeluju u istom smjeru treba sa

silama koje djeluju u suprotnom smjeru zbrajati kao veli¢ine sa suprotnim predznacima.

Proizvoljno se odabire koji ¢e smjer biti pozitivan i prema njemu se odreduju predznaci svih ostalih

sila. Kod analitickog sastavljanja sila koristi se metoda projiciranja sila na odabrani koordinatni

sustav, pa tako projekcije sila na x i y os iznose:
F, =F-cosa, FE, =F-sina

Komponente rezultante na pravcima osi x i y:

FRx:zFx' FRy:sz
FR == ’Fsz +FRy2

Nagib pravca na kojem djeluje rezultanta prema x osi racuna se:

Vrijednost rezultante:

cosap = —FRX
R =
FR

Uz pomo¢ momentnog pravila odreduje se polozaj pravca na kojem djeluje rezultanta:

_IM;
FR

xR

gdje je

(4.10)
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ar — kut pravca na kojem djeluje rezultanta od ishodiSta koordinatnog sustava,
Mg — moment sile F prema ishodistu (M = F - a),

Fr — vrijednost rezultante.

Graficki se sile koje djeluju na jedno tijelo u jednoj ravnini s razli¢itim hvatiStima sastavljaju u
rezultantu pomocu plana sila i veriznog poligona. Poligon sila, koji se crta prema planu polozaja
u proizvoljnom mjerilu, odreduje veli¢inu i smjer rezultante. Crtanjem veriznog poligona u planu

polozaja odreduje se pravac na kojem djeluje rezultanta [6].

i Verizni poligon
Slika 4.9 Metoda veriZnog poligona [6]

U planu (poligonu) sila proizvoljno se odabire polozaj to¢ke P, odnosno pola, od kojeg se crtaju
polne zrake. Polne zrake su spojnice pola P sa svim pocecima i krajevima sila, a oznacavaju se

brojevima od 1 do n. U plan polozaja na lijevoj strani pravci djelovanja sila se produze, a zatim se

unose polne zrake paralelno s onima u planu sila s tim da se sjeciSte prve polne zrake sa silom E)
odabire se proizvoljno. Prilikom unoSenja polnih zraka potrebno je voditi racuna da se polne zrake
moraju sjeci tocno na pravcu djelovanja sile s kojom te polne zrake €ine trokut. Na slici 4.9 je
vidljivo da polne zrake 1 i 5 zajedno s rezultantnom silom u planu sila ¢ine trokut, $to znaci da ¢e
u planu polozaja rezultantna sila prolaziti kroz njihovo sjeciste. Pravac rezultante u planu polozaja
mora biti paralelan s pravcem rezultante iz plana sila. Na slici 4.9, s lijeve strane prikazan je plan
polozaja, a s desne strane plan sila [6].

Osim analiticke metode i metode veriznog poligona, za rastavljanje jedne sile na tri komponente
poznatih pravaca koji se ne sijeku u jednoj tocki, moze se koristiti Culmannova (graficka) ili

Ritterova (grafoanaliticka) metoda.

24



4.1.3. Ravnoteza

Ako je tijelo u stanju mirovanja ili se giba jednoliko pravocrtno to znaci da se sustav sila koje
djeluju na to tijelo nalazi u ravnotezi. U opéenitom slucaju sila u ravnini analiticki uvjeti ravnoteze

dani su sljede¢im jednadzbama:

Y F=Fy=0, > M=M,,=0 @.11)

Kako bi se ispunio graficki uvjeti ravnoteZe potrebno je da verizni poligon i poligon sila budu
zatvoreni. U poligonu sila sve sile moraju imati isti smjer obilazenja. Ukoliko postoje tri sile, s
istim smjerom obilazenja, trokut sila mora biti zatvoren, a u planu poloZaja sve sile se moraju sjeci
u jednoj tocki. 1z postavljenih statickih uvjeta ravnoteze mogu se odredivati nepoznate veli¢ine za
svako tijelo u ravnotezi. Ukoliko broj nepoznanica ne premasuje broj uvjeta ravnoteze takav sustav
se smatra staticki odredenim, a ukoliko je broj nepoznanica veéi od broja postavljenih uvjeta
ravnoteze takav sustav se smatra staticki neodredenim i potrebno je postaviti dodatne uvjete kako

bi se sustav mogao rijesiti [6].

U nastavku su redom objaSnjeni koraci analiti¢kog nacina pronalazenja nepoznatih veli¢ina kod
staticki odredenih sustava:

o oslobadanje tijela njegovih veza s okolinom;

o odabir koordinatnog sustava i ucrtavanje reakcija veza;

o postavljanje jednadzbi koje ¢e na najjednostavniji nacin izraziti uvjete ravnoteze;

o rjeSavanje geometrijskih odnosa;

©)

rjeSavanje postavljenih jednadzbi ravnoteZze, te izraCunavanje nepoznatih velicina.

Kako bi se neko tijelo oslobodilo veza s okolinom, potrebno je zamisliti da su svi oslonci, odnosno
veze, uklonjene i zamijenjene silama, takozvanim reakcijama veza. Te reakcije veza prenose se na
tijelo 1 drze tijelo u ravnotezi umjesto uklonjenih oslonaca, a mogu biti pomicni i nepomicni. U
nastavku su prikazani neki osnovni pomicni i nepomicni oslonci i nacini kako su zamijenjeni s

reakcijama veza [6].
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Pomi¢ni oslonci Nepomicni oslonci

Vrsta veze Reakcija veze Vrsta veze Reakcija veze
4 AL £, £,

Slika 4.10 Pomi¢ni i nepomic¢ni oslonci [6]

Kada se koristi graficko odredivanje nepoznatih reakcija veza upotrebljavaju se graficki uvjeti
ravnoteze. Kada postoji sustav paralelnih sila koje djeluju na neko tijelo, za odredivanje reakcija
veza koristi se metoda veriznog poligona. S pravcima djelovanja reakcija FA) 1 F_B) spajaju se
presjecista prve i posljednje polne zrake u planu polozaja. Na taj nacin se dobiva zaklju¢nica
veriznog poligona. Da bi se odredile veli¢ine reakcija F4 i Fgz u poligonu (planu) sila vuce se

paralela sa zaklju¢nicom kroz polnu tocku P [6].

ft{tﬁk *‘*Z“' t\“'

A

< 1/1

e oot

RS

Slika 4.11 Zaklju¢nica veriZnog poligona [6]

Primjer 4.1.

Homogena greda duljine AB postavljena je izmedu oslonaca C i D. Oslonjena je na pod u toc¢ki B.
Treba odrediti reakcije u osloncima. [ je oznaka udaljenosti izmedu krajeva grede i oslonaca [5].
Zadano:

AC=1/4m
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Slika 4.12 Odredivanje reakcije oslonaca homogene grede [5]

Na slici lijevo prikazana je greda postavljena izmedu oslonaca C i D. Na slici u sredini oslonci su

zamijenjeni silama, a na slici desno sile su rastavljene na komponente. Crveno oznacene sile

paralelne su s x osi, a plavo oznacene sile paralelne su s y osi.

FCX Y
FCy% . O X
Fe fo
o Fr
Dy
FDX

Slika 4.13 Rastavljanje sila na komponente [5]

Na osnovu ravnoteznih jednadzbi dobivamo sljedece rezultate:

I. 2X=0
Fey - sina — Fp, - sina =0, Fey = Fp,
2. YY=0
FCy-cosa—FDy-cosa+F_B)—@)—(_})=0—>F_B)=§+(_})
3. YMi=0

—_— l - l g f— 3
FD-§+G-§-cosa+Q-l-cosa—FC-Zl=0

Ukoliko se jednadzba podijeli s / slijedi:
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— 1 51 - — 3
FD-§ G-E-cosa+Q-cosa—FC-Z=0
Ako se dobiveni izraz iz prve jednadzbe uvrsti u momentnu jednadzbu, dobije se:
-~ 1 — 1 — 3
<Q+G-§)cosa+FC-§—FC-Z=O
-~ 51 — 5
<Q+G-§)cosa—FC-E:0
— 12/ 51 12 1
FC=?<Q+G-§)cosa=?<200+50-§)cos60°=27O(N)

Sada se iz ravnotezne jednadzbe po osi y dobije:

Fz =0+ G =200+ 50 =250 (N)

4.1.4. Sile u prostoru

Silu je u prostoru moguce rastaviti na tri medusobno okomite komponente u odnosu na odabrani
prostorni ortogonalni koordinatni sustav. Radijus vektor vodi od ishodiSta koordinatnog sustava

do toc¢ke P u prostoru i oznacava se s 7,

#=0P (4.12)
zA
P
r/"
! |
ﬂ B | _ -
,,,,O 7777777777 X Yy

Slika 4.14 Radijus vektor u prostoru [6]

Ako su kutovi nagiba radijus vektora 7 prema osima x,y iz odabranog koordinatnog sustava

a, 5,7, onda se kutovi izraCunavaju prema sljede¢im izrazima:
=2 =7 =2 413
cosa =, cos,B—r, cosy =, (4.13)
gdje je:
r=|7|. (4.14)
Ukoliko umjesto radijus vektora u koordinatnom sustavu zamislimo silu F
F=FI+Fj+Ek, (4.15)
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gdje je:
F=|F|, (4.16)
onda je njezine komponente moguce izraunati na sljedeci nacin:
FE, =F-cosa
F, =F-cosf (4.17)
F,=F -cosy

Velicinu sile F moguce je odrediti ukoliko su poznate sve tri njezine medusobno okomite

komponente sljede¢im izrazom

F=J&2+@2+52 (4.18)

Ako u prostoru djeluje vise sila u jednoj tocki, rezultantu je moguce odrediti pomoc¢u komponenata

nax,yizosi

FR.X':ZFX' FRy:ZF, FRZ:ZF'Z’ (4.19)

FR ES \/Fsz + FRyZ + FRZZ. (4.20)

Kod opceg slucaja sila u prostoru analiticki uvjeti ravnoteze odredeni su sljede¢im jednadzbama:

zygzo, 4.21)
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5. PRIMJENA MATRICA U STROJARSTVU

Matrice su matematicki alat koji se Cesto koristi u strojarstvu radi analize i rjeSavanja
razli¢itih problema. Primjene matrica u strojarstvu su Sirokog spektra i ukljucuju razlicite
discipline kao §to su statika i dinamika, termodinamika, mehanika fluida i mnoge druge. Koriste
se za prikazivanje linearnih transformacija, sustava jednadzbi i matematickih modela koji se
koriste u strojarstvu, te omogucavaju efikasno rjeSavanje slozenih problema i analizu velikih
skupova podataka.

Jedna od primjena matrica u strojarstvu je u analizi i rjeSavanju problema statike. Matrice
se koriste za predstavljanje i rjeSavanje sustava razliCitth pomaka, sila i naprezanja u
konstrukcijama. Na taj nain inZenjeri mogu izraCunati opterecenja, izdrZljivost i sigurnost
gradevinskih i strojarskih konstrukcija. Druga vazna primjena matrica u strojarstvu je u dinamici
sustava. Matrice se koriste za opisivanje i analizu ponaSanja dinamickih sustava kao $to su
mehanizmi, strojevi i vozila. Na temelju matemati¢kih modela u obliku matrica, inzenjeri mogu
predvidjeti kretanje, upravljivost i stabilnost tih sustava. Takoder, matrice se primjenjuju u
termodinamici, mehanici fluida i drugim podruc¢jima strojarstva za opisivanje promjena energije,
protoka fluida i drugih varijabli u sustavima. Sve to omogucava analiziranje efikasnosti,
performanse i sigurnost razli¢itih strojeva i sustava. Mozemo re¢i da primjene matrica u strojarstvu
su brojne 1 koriste se za rjeSavanje razliitih problema i analizu kompleksnih sustava.
Omogucavaju u¢inkovito modeliranje, rjeSavanje i optimiziranje sustava, §to rezultira poboljSanim
performansama, manjom potro$njom energije i ve¢om sigurnoscu.

U nastavku biti ¢e navedenih neki primjeri primjene matrica u rjeSavanju problema u

strojarstvu.

5.1. Mehanika

Mehanika predstavlja temeljnu i najstariju granu fizike, kao i jednu od fundamentalnih
znanstvenih disciplina, a bavi se prou¢avanjem gibanja materijalnih tijela i silama koje izazivaju
to gibanje. Pojam materijalnog tijela se odnosi na prostor ispunjen materijom. Promjena polozaja
tijela se naziva gibanjem, dok se promjena oblika i volumena tijela naziva deformacijom. Temeljni
cilj mehanike je proucavanje zakona gibanja materijalnih tijela i op¢ih nacela medudjelovanja tih
tijela. lako se mehanika temelji na opazanjima, iskustvu i eksperimentiranju, za rjeSavanje
problema se ipak koriste egzaktne matematicke metode. Proucavanje gibanja se moze provoditi
isklju¢ivo iz teoretske perspektive primjenjujué¢i samo matematicke metode, bez utvrdivanja
njihovog prakticnog znacaja. Ova vrsta proucavanja spada u podrucje teorijske ili racionalne
mehanike, a kada se zakoni racionalne mehanike primjenjuju na tehnicke probleme, to se onda

naziva tehnicka mehanika. Tehnicka mehanika predstavlja prijelaz od teorijskih prema prakti¢nim
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tehnickim znanostima, a njezina uobicajena podjela je na tri dijela: statika, kinematika i dinamika.
Statika se fokusira na proucavanje ravnoteze i rasporeda sila unutar krutih tijela koje se ne
deformiraju, odnosno ne mijenjaju oblik i volumen zbog vanjskog optere¢enja. Kinematika
proucava geometriju gibanja tijela, ne uzimajuci u obzir izvore gibanja ili masu tijela. Dinamika
se, s druge strane, bavi proucavanjem zakona gibanja materijalnih tijela pod utjecajem sila [5].

Osnovna nacela statike su postavljena u djelima Aristotela i Arhimeda. Nakon perioda
usporavanja znanstvenog razvoja tijekom feudalizma, mehanika se dalje razvijala od 15. stoljeca.
Galileo Galilei i Isaac Newton su postavili temelje klasi¢ne mehanike, dok su Euler, D'Alambert i
Lagrange razvili analitiCke metode za rjeSavanje problemskih situacija u mehanici. Tijekom 19.
stoljeca, analiticke metode su dalje razvijane uz primjenu varijacijskih principa mehanike, pri
¢emu su Hamilton 1 Gauss najvise pridonijeli tom razvoju [5].

Iz mehanike kao temeljne znanosti proizasle su specificne discipline poput mehanike
fluida, teorije elasti¢nosti, plasti¢nosti i drugih. Teorija elasti¢nosti se bavi ovisnostima izmedu
opterecenja, oblika i materijala konstrukcija, dok nauka o ¢vrsto¢i predstavlja prakticnu primjenu
tih ovisnosti na tehni¢ke probleme. Teorija elasti¢nosti i nauka o ¢vrstoci su se razvile tijekom
prvog dijela 19. stoljeca, a temelje su postavili Galileo Galilei, Edme Mariotte, Robert Hooke,
Daniel Bernoulli, Leonhard Euler, Augustin-Louis Cauchy, Claude-Louis Navier i drugi.
Relativisticka mehanika, Cije je stvaranje pripisano Albertu Einsteinu, zapocela je pocetkom 20.
stolje¢a. Mehanika je, na odreden nacin, uspostavila granice primjene zakona klasi¢éne mehanike

koji su primjenjivi na gibanje tijela ¢ije su brzine jako male u odnosu na brzinu svjetlosti [5].

5.2. Statika

Kada se u obzir uzmu Newtonovi zakoni i odnosi koji iz njih proizlaze, zakljucuje se kako
statika rjeSava dva osnovna zadatka. Prvi zadatak je slaganje sila i svodenje sustava sila na
jednostavniji oblik, a drugi zadatak ogleda se u odredivanju uvjeta ravnoteze sustava sila koje

djeluju na kruto tijelo.

Primjer 5.1.

Na slici 5.1 je prikazan prostorni sustav sila. Potrebno ga je reducirati u tocku O (ishodiste), a

zatim odrediti [5]:
a) glavni vektor,
b) glavni moment,
c) kut torzera,

d) polozaj Hamiltonova centra,
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e) jednadzbu centralne osi prostornog sustava.

Zadano:
F, = 4 kN,
F, = 4 kN,
F; = 6 kN,
F, = 4kN,
_2
cosas =Z,
cosff; = — 2
z 4
F=6, cosa, =2/3, cos ;3 =-2/3
0,2;3) F (kN)
N (% y,2) (m)
Fi=4
©,3,0) y
// O o
4,0,0) /'/
- E=4

Slika 5.1 Prostorni sustav sila, slika uz primjer 5.1 [5]
Redukcijom sustava u redukcijsku tocku, dobiva se glavni vektor (redukcijska rezultanta) kao
geometrijski, odnosno vektorski zbroj svih sila i glavni moment sustava sila koji je vektorski zbroj

svih vektora momenata sila. Na taj je nacin prostorni sustav sila sveden na dva vektora: glavni

vektor F_R) i glavni moment M—O). Za njih vrijedi:

Fo=)F M=) M =My 5.)
— P A
Fp#0, Mg#0, 0%0mz (5.2)

Ta dva vektora su razli¢ite vrste pa se ne mogu izravno zbrojiti, ve¢ tvore novi stati¢ki element

torzer.

Kako je smjer sile E) u pozitivhom smjeru osi z, tada je:

Za glavni vektor vrijedi:
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Fr = \/FRxZ + FRy2 + Fr,” (5:3)
Skalarne komponente glavnog vektora racunaju se prema:
Fry = in = ZFi " COS
Fry = z Y, = z F, - cos B, (5.4)
Fr, = ZZi = ZFL- * COSY;
Za raCunanje vrijednosti glavnog momenta vrijedi:
M, = \/sz +M,% + M,? (5.5)
Skalarne komponente glavnog vektora se raCunaju prema sljede¢im izrazima:
M, = z M;y, = Z(yizi —zY;)
My = Z Miy = Z(Zixi —xl'Zi) (56)
M, = z M;, = Z(xiyi —¥iXi)
Na temelju izraza (5.3), (5.4), (5.5) 1 (5.6) izradena je tablica 1.:
Tablica 1. Vrijednosti glavnog vektora i glavnog momenta [5]
L F; X Vi z; Xi Y; Z; M, M;, M;,
1 4 4 0 0 0 4 0 0 0 16
2 4 0 0 0 0 0 4 0 0 0
3 6 0 2 3 4 -4 2 16 12 -8
4 4 0 3 0 4 0 0 0 0 -12
z 8 0 6 16 12 -4
Fr =10 M =426

a) glavni vektor

Iz tablice je vidljivo da intenzitet glavnog vektora iznosi Fr = 10 kN. Kosinusi kutova glavnog

vektora iznose:
Fr, 4
cosap =— = —
R F, 5
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a) glavni moment

Intenzitet glavnog momenta iznosi M = 4+ 26 kNm. Kosinusi kutova glavnog momenta su:

M, 4
cosay = ﬁ = —%

M, 3
oshu =4 = 776

M, 1
CoOSyy = _M = ——,_26

b) kut torzera

Kut torzera racuna se prema izrazu:
FrxMy + FryMy, + Fr M,
FrMo

cos@ =

cos 6 = 0.509, 6 = 59,34°

c) polozaj Hamiltonova centra

Da bi se odredile koordinate Hamiltonova centra koristi se sljedeci izraz:
T ]k
Pc=7> Frx FRy Frq|,
Roimy M, M,

— 1|t ] k| 18, 32 245
Pc=700(8 O 6 25' T 257 T35
16 12 —4

Na taj nacin su dobivene koordinate:
18 _ 32 24
=735 YT Tom

d) jednadzba centralne osi

Jednadzba centralne osi dobiva se pomocu izraza:

(5.7)

(5.8)
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X—Xc Y~V Z—Zc

F Rx F Ry F Rz (59)
Kada se uvrste dobivene koordinate, slijedi:
L1832 24
XT25_Y"325_%77%5
8 0 6

Primjer 5.2.
Zadana je sila F=-51+ 3] — 7k (kN) koja djeluje u tocki H na prikazanom okviru. Potrebno je

odrediti moment §to ga sila F ima za os CG [5].

Slika 5.2 Djelovanje sile F na prostorni okvir [5]

Na slici 5.2 vidljivo je kako se moment sile F za trazenu os CG moZze napisati kao mjeSoviti

produkt u obliku:

ME =ME; = ME =4+ (7o x F) =1~ (F x F) (5.10)

Slika 5.3 Moment sile F za os U

Ako je ¥ = k, onda je:
ME =k (7 xF) (5.11)
Buduéi da je 7y = 7 = 87 + 9K, slijedi:
ME; = ME = I - [(87 + 9k) x (=57 + 37 — 7k)]
= k- (=277 + 11] + 247k) = 24 (kNm)

Isti rezultat moze se dobiti racunajuci pomocu matrice:
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. ux uy uz O O 1 8 0
Mi=|% % %|=|8 0 9|=1|5 o|=240Nm)
F. F, E| |l-5 3 —7

Rezultat se moZe zapisati i kao vektorska veli¢ina u obliku:

ME. = MF = M, - = 243 = 24k

5.3. Nauka o ¢vrstoéi

5.3.1. Tenzor naprezanja

Kako bi se odredile dimenzije presjeka treba poznavati intenzitet unutrasnjih sila za svaku toc¢ku
presjeka, a za poznavanje stanja naprezanja u jednoj tocki potrebno je beskonacno mnogo podataka
jer svakoj ravnini kroz tu to¢ku odgovara jedan vektor naprezanja p,,. To znac¢i da za poznavanje
naprezanja u jednoj tocki tijela treba poznavati naprezanje za tri medusobno okomite ravnine kroz
tu toCku, uz uvjet da se te ravnine ne smiju sjeci duz istog pravca, ¢ime dolazimo do ukupnog broja
devet komponenata naprezanja kroz tocku od cega je Sest razlicitih. Kako je iz matematike poznato
skup od 3% = 9 (matrica 3. reda) elemenata zove tenzorom drugog reda, a njegovi elementi se
prema odredenom pravilu transformiraju iz jednog u drugi Descartesov koordinatni sustav. Tih
devet elemenata (kao devet skalara) moze se sloziti u kvadratnu formu, a stanje naprezanja im je

potpuno odredeno i definirano tenzorom naprezanja o;;. U matricnom obliku tenzor naprezanja

pise se [7]:

Oxx Oxy Oxz Ox Txy Txz

oij = o] = [yx  Oyy Oyz|=|Tyx Oy Tyz (5.12)
sz O-Zy O-ZZ TZ.X sz O-Z

U matrici tenzora naprezanja tangencijalne komponente su konjugirane, pa je tada tenzor

naprezanja simetri¢an, a naziva se jo$ i Cauchyjev tenzor naprezanja:

Oij = 05 =gj; > [0] = [o]" (5.13)

Ovaj tenzor moguce je zapisati i u obliku jednostupcaste matrice ili vektora:
o ={0} = {0ox 0, 0, Txy Tys T} (5.14)

Osim tenzora drugog reda kojim se definira stanje naprezanja, deformacije itd., postoje i tenzori
prvog reda. Ti tenzori predstavljaju vektorske veliCine, a pomocu njih se moze definirati npr.
brzina i ubrzanje, sila, moment, te skalarni moment. Tenzori prvog reda oznacavaju se 3!
(stupcCasti vektor koji sadrzi 3 elementa). Masa i temperatura definirane su tenzorima nultog reda,
39 (skalar, broj). Stanje naprezanja u ravnini moguce je prikazati uz pomo¢ &etiri komponente
naprezanja (tri razli¢ite), tocnije na jednom pravcu uz pomoc¢ jedne komponente naprezanja.

Komponente naprezanja ovise o polozaju koordinatnog sustava. Ako se osi koordinatnog sustava
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poklope s osima glavnih naprezanja (pravcima glavnih naprezanja), odnosno ako se zarotira tako

da na njegovim pravcima nema tangencijalnih naprezanja, stanje naprezanja za ravninu, prostor,

odnosno pravac, moze se prikazati tenzorom naprezanja s jednim, dva, odnosno tri glavna

naprezanja. Glavna naprezanja (g, 05, g3 ) su veli¢ine koje ne ovise o izboru koordinatnog sustava,

ve¢ predstavljaju vlastite vrijednosti tenzora naprezanja. Na slici 5.4 prikazana su stanja

naprezanja i odgovarajuci tenzori naprezanja [7].

Stanja naprezanja

jednoosno (linearno)

dvoosno (ravninsko)

troosno (prostorno)

Oz
zy,
! }
I I : Tz
' ! 1o G
Yo g =) G, [
A 7 7z
Tenzor naprezanja oy
o, 00 Oy Ty 0 O Ty Ta
0 00 w o 0 o Ty Ty
0 00 0O 0 O e Ty O
op 00 op 0 0 opb 0 0
0 00 0 o, O 0 o O
0 0 0 0 0 0 0 oy

Slika 5.4 Stanja naprezanja [7]

Tenzor naprezanja, kojim je stanje naprezanja u tocki napregnutog tijela potpuno odredeno, moze

se rastaviti na dva dijela: sferni i devijatorski dio. Na isti se nac¢in zadano naprezanje moze rastaviti

u dva sastavna manja stanja naprezanja i to na sljede¢i nacin:

tj

gdje je:

oij =05 +S; ili [o] = [0°] + [S],

0;j = [0°] — sferni dio tenzora naprezanja

Sij = [S] - devijatorski dio tenzora naprezanja.

i,j=123

(5.15)

Izraz je mogude napisati u matricnom obliku koriste¢i se glavnim naprezanjima umjesto

komponentama naprezanja:

oo 0 O
[0 o oH
0 0 o3

0 O 0-1 - 0-0
oo, O]+ 0
0 o 0

0 0

0-2_0-0 0

O 0-3_0-0

(5.16)
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o =|a|.

Shematski prikaz matricnog oblika dan je na slici u nastavku.
[of} go’o
: |

o

| o |
s s A
stanje naprezanja Pprvo sastavno drugo sastavno
u okolini toke stanje naprezanja stanje naprezanja.
- tenzor naprezanja - sferni tenzor naprezanja - devijator naprezanja
)

Slika 5.5 Sastavna stanja naprezanja [7]

Pri ¢emu je g, srednje normalno naprezanje:

o, + 0, + 03

gy = . (5.17)

Na stranice elementarnog paralelopipeda u blizini neke tocke napregnutog tijela djeluju samo
glavna naprezanja oy, 0, i 03, a prikazan je na lijevoj strani slike 5.5, te mu odgovara tenzor
naprezanja prikazan s lijeve strane izraza (5.16). U sredini je prikazano prvo od sastavnih
naprezanja kojem odgovara tenzor u sredini izraza. Kada bi naprezanja djelovala u suprotnom
smjeru od onih prikazanih na slici, tada bi tenzor naprezanja predstavljao hidrostatski tlak. Ako je
paralelopiped izraden od izotropnog materijala neCe mu se mijenjati oblik, ve¢ samo volumen.
Ovim dijelom tenzora opisano je stanje naprezanja i on se naziva sferni dio tenzora naprezanja ili
sferni tenzor naprezanja. Na desnoj strani slike 5.5 prikazano je drugo sastavno stanje naprezanja
kojem odgovara izraz na desnoj strani izraza (5.16). U ovom slucaju, ukoliko se radi o izotropnom
materijalu, tenzor predstavlja stanje naprezanja kada se ne mijenja volumen, ve¢ samo oblik
paralelopipeda. Ako se u obzir uzme izraz (5.16), zbroj dijagonalnih ¢lanova biti ¢e jednak nuli, a
ovaj dio tenzora naziva se devijatorski dio tenzora naprezanja ili devijator naprezanja. Kada se
govori o anizotropnom materijalu sferni dio tenzora naprezanja moze uzrokovati i primjenu oblika,

a devijatorski dio tenzora naprezanja moze uzrokovati i promjenu volumena [7].

Pomoc¢u komponenti naprezanja izraz (5.16) je moguce napisati:

Ox Txy Txz () 0 0 O0x — Op Txy Txz
Tyx Oy Tyz|=10 o0, O]+ Tyx 0y — Og Tyz (5.18)
Tzx Tzy O 0 0 Op Tzx Tzy 0z — 0p

pri ¢emu ¢e srednje normalno naprezanje iznositi:

_Ox+o0yto,

0o = : (5.19)
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Izrazi (5.17) 1 (5.19) moraju dati istu vrijednost jer se vrijednost srednjeg normalnog naprezanja

ne mijenja pri rotaciji koordinatnog sustava.

5.3.2. Tenzor deformacije

Stanje deformacije u nekoj tocki odredeno je ako su poznate komponente deformacije za tri pravca
kroz tu tocku, uz uvjet da oni ne leZe u istoj ravnini. Tenzor deformacije &, odnosno matricu

tenzora deformacije (devet komponenata deformacije, Sest razli¢itih) moze se zapisati na sljedeci

nacin [7]:
1 1
Ex 5Vxy SVxz
Exx  Exy  Exz 1 2 %
e =g, =[e] = [fyx o SYZ]= Sl & (520)
Ezx  Ezy &2z 1 1
_Eyzx Eyzy &z ]

Ako su pomaci (u, v, w) i derivacije pomaka mali, komponente tenzora deformacije tada se mogu

izraziti na sljedeci nacin:

Ju Ju dv
Exx :‘gx:a: ngy zzgyx = Vxy :@-l'a:)/yx:
v Jv Jdw
Eyy =& = @, 26, =28, = Vy, = 3 + E = Vay» (5.21)
ow Ju Jdw
€7 = & = E) 2Szx = ngz =Vax = E E = Vxzr
ili skra¢eno Cauchyjev tenzor deformacije:
1
eij =5 () + ). (5.22)

Izraz (5.22) moze se napisati i pomocu glavnih dilatacija (&4, &3, £3) koje predstavljaju vlastite

vrijednosti tenzora deformacije na sljede¢i nacin:

&g 0 0
Eii = [8] = [O &y 0] (523)
0 0 &

Analogno tenzoru naprezanja, tenzor deformacije se takoder moze rastaviti na sferni i devijatorski
dio:

&j = &) + ey, ili [e] = [€°] + [e] (5.24)

gdje je:
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e;j = [e] — devijatorski dio tenzora deformacije (devijator deformacije).

[£°] — sferni dio tenzora deformacije (sferni tenzor deformacije)

Izraz je takoder moguce napisati pomocu glavnih dilatacija na sljede¢i nacin:

&g 00 & 0 0 & — &
[0 & 0] = [O & 0+ 0 & — & (5.25)
0 O 83 O 0 80 0 83 - 80
Izraz je moguce zapisati i pomoc¢u komponenti:
1 1 i 1 1
Ex nyy nyz . 0 0 Ex — &0 nyy nyz
0
L ! 0 0|+| 2 ! 5.26
5 Vyx €y SVYyz| = €o + 5 Vyx &y — & 5Vyz | (5.26)
2 2 0 0 ¢ 2 2
1 1 0 1 1
_E Vzx Eyzy &z ] | Eyzx Eyzy &z — SO_
pri ¢emu srednja duljinska deformacija iznosi:
& t+& +e Exte, + €
gg=——2 BTV (5.27)

3 3
Sferni dio tenzora deformacije, odnosno sferni tenzor deformacije uzrokuje deformaciju koja se
odrazava na promjenu volumena, dok oblik ostaje isti, a devijatorski tenzor deformacije, odnosno
devijator deformacije uzrokuje promjenu oblika, dok volumen ostaje isti. Razlog tome je Sto su
kod sfernog tenzora deformacije dilatacije na sva tri okomita pravca jednake, a kutne deformacije
(klizanja) su jednake nuli (kutovi elemenata se ne mijenjaju), pa zbog toga postoji samo promjena
volumena. Kod devijatora deformacije zbroj ¢lanova (koji daju volumensku deformaciju) na
glavnoj dijagonali jednak je nuli, pa ne postoji promjena volumena, ve¢ samo promjena oblika [7].
Tenzor deformacije [€], koji je dan izrazom (5.20), definiran je sa Sest medusobno razli¢itih
komponenata:

Exr €y €0 Yy = Yy Yyz = Vayr Vax = Yy
koji ovise o tri poznate komponente pomaka:

u, v, w.

Sve navedene komponente deformacije, od koji su tri duljinske (normalne) deformacije, a Sest
kutne deformacije (tri razli¢ite), moguce je odrediti poznavajuci tri komponente pomaka, uz uvjet

da su komponente pomaka derivabilne funkcije koordinata x,y i z [7].

Primjer 5.3.
Stanje naprezanja u tocki zadano je tenzorom naprezanja [7]:

B (LN

2 3 1

lo] =
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Potrebno je izraCunati naprezanje u ravnini (R) koja prolazi tom tockom, ako je zadan jedini¢ni

vektor normale te ravnine:

0,5
n = [n] =]0,1736|.
T

Racuna se komponenta jedini¢nog vektora normale 7:
r2=1-01%*-m?=1-0,52-0,1736% = 0,7199
r = 0,8484
S koordinatnim osima, ravnina (R) zatvara kutove:
a = 60°, B = 80°, y = 31,9°.
Vrijednosti je moguce zapisati i u matricnom obliku:
Pnx Ox  Txy Txz] [ 1 -1 2 0,5 2,02
[p.] = [pny] = [ yx Oy Tyz] : [m] = [—1 2 3] - [0,1736] = [2,392].
Pnz Tax  Tzy Oz r 2 3 11 10,8484 2,369

Tada ukupno naprezanje iznosi:

N
P = \/p,%x +p2y, + p2, = /2,022 + 2,3922 + 2,369% = 3,926 <mm2)'

Na kraju su dobiveni kosinusi kutova koje pravac (na kojem lezi vektor naprezanja) zatvara s

koordinatnim osima:

Pux 2,02
= = 0,515
S =, T 3,926
pny I39
S = 0,609
coshp = =3926
Prz 2,369
cosy, = —n = 3926 = 0,603

Primjer 5.4

Potrebno je odrediti normalno i tangencijalno naprezanje na ravnini (R) iz primjera 5.3, a zatim

sferni 1 devijatorski dio tenzora naprezanja [7].

Skalarna komponenta normalnog naprezanja o,, moguce je dobiti sumom projekcija komponenata

ukupnog naprezanja u toj ravnini jer ono leZi na praveu normale 7 na promatranoj ravnini (R).

—_— =

[
Onp =DPn"N= [pn]T ' [Tl] = [an Pny Pnz] . [m]
r
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0,5 N
={2,02 2,392 2,369}-[0,1736]=3,435< 2).
0,8484 mm

Na koordinatnim osima komponente normalnog naprezanja iznose:

Onx 0,5 1,718] ,
|:O-‘n_y] = [n] . O-TL = ﬁ . O'n = |:0,1736] . 3,435 — |:O,596] <—2).
Onz 0,8484 2,914] \Mm

Tangencijalno naprezanje iznosi:

N
T = \/pZ — o2 = 1,902 <mm2)'

Sada vrijednost srednjeg normalnog naprezanja iznosi:

_)_ax+ay+az_1+2+1_4< N )
% = 3 —7 3~ 3\mmz/

dok sferni i devijatorski dio tenzora naprezanja iznose:
4
g 0 0 /3 0 0 \
[00]=[0 % o]: 0 4, o( )
0 0 o
0 0 0 4/3

_1 _
O0x — Op Txy Txz /3 1 2 N
a5 ) e
Tzx Tzy 0z — Op 2 3 -1 /3

5.4. Kinematika

Izmedu komponenata vektora brzine i ubrzanja u Descartesovom, cilindriénom i sfernom
koordinatnom sustavu postoje veze pomocu kojih se komponente iz jednog sustava mogu

transformirati u pripadne komponente u drugom koordinatnom sustavu [8].

Z

ot

Slika 5.6 Prijelaz iz Descartesovog koordinatnog sustava u cilindri¢ni sustav [8]
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Primjer 5.5.

. . .. . . rad . .
Dizalica na slici rotira konstantnom kutnom brzinom w, = 0,3 —~ oko vertikalne osi. Istovremeno

se greda OA podize konstantnom kutnom brzinom w, = 0,5 %. Duljina grede iznosi 0A =1 =

12 m. Treba nadi rezultiraju¢u kutnu brzinu w grede, kutno ubrzanje ¢, brzinu v, i ubrzanje a, vrha

grede [8].

)
3

B e e - - — — a— —

-~

Slika 5.7 Slika uz primjer [8]

Rezultiraju¢a kutna brzina grede koja vrsi gibanje oko nepomicne tocke 0 iznosi:

—

W=w,+Ww,

W= 0,57+ 0,3k

rad
W = 4/ 0,52 + 0,32 = 0,58 <T)

Os rotacije lezi u ravnini 0z i zatvara osima kutove:

w 0,5
cosa,, = — = cg = 08528 = 30°55/,
w. 0,3
COS Y, = W =ocg = 05146 = 59°5'.

Kutno ubrzanje grede iznosi:

dw dw, dw, dw, -
— = = 0.
ac ~dr T dt dr T

=
Naime, w, je konstanta po veli€ini i po pravcu, jer se osi pomi¢nog i nepomicnog sustava

. . d—> - . — . v e . .o .
poklapaju, pa je % = 0. Kutna brzina w, konstantna je po veli€ini, ali nije po pravcu, jer se os
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na kojoj lezi pravac vektora trenutno poklapa s osi x, a inace se zakre¢e u smjeru djelovanja kutne

brzine w,. Zbog toga je:

5=d—wf=dw"+w X W, =0 + 0,3k x 0,57
dt dt z * ’ ’
R L(rad
820,15]<S—2)

Kako je vektor polozaja tocke A:

#, = 10,39] + 6k,

a kako je
w = 0,57 + 0,3k
imamo:
i j Kk R
Ua =W X T4 =05 0 0,3| = —3,127 - 35 + 5,2k.
10,39 6
Ubrzanje tocke A:
T 7k i i k
a=10 015 o[t 05 0 03
0 10,39 6 —-3,12 -3 5.2
. S Lm - /m
iy = 181() - 354 () - 15k (3)
Primjer 5.6.

Poluga AB duljine 0,7 m vezana je za disk sfernim zglobom, a za osovinu BC pomo¢u viljuske i

.- .y oy . . .. . — rad
cilindri¢nog klizaca. Disk rotira u ravnini Oxz konstantnom kutnom brzinom w,, = 12 > dok

kliza¢ B slobodno klizi po osnovici BC. Za polozaj ¢ = 0 tocke A na disku na¢i brzinu kliza¢a B

i kutnu brzinu poluge AB [8].
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Slika 5.8 Slika uz primjer [8]

Brzina tocke A:
=W, X 7, = 12] x 0,27 = —2,4k (ﬁ)
Y s

A

Ako se s w oznaci kutna brzina poluge AB, onda se brzina to¢ke B racuna

. 4 ]k
vpr]=-24k+|w, w, w,
-0,2 06 0,3

vp ]
Izjednacavanjem koeficijenata istih ortova dobiva se:
0 = 0,3w,, — 0,6w,, [—0,2]

2,4 = 0,6w, + 0,2wy, [0,3|

vy = —0,2w, — 0,3wy, |0,6]

Nakon zbrajanja dobije se:
m
S

0,605 = —7,2 - U = —1,27( )

Zglob B moze rotirati oko osovine BC i oko osi okomite na ravninu ABC. MoZemo se posluZiti

potegom EB koji lezi na navedenoj ravnini ABC i okomit je na osovinu BC. Zbog toga je projekcija

kutne brzine W poluge AB na poteg BC jednaka nuli.

Weigg = (Wy T+w, J+w, k=0
-0,3w, + 0,2w, = 0,
—0,2w, — 0,3w, = vy = —1,2.
rad rad
), w, = 3,69 (T), w,

2,4k + (0,3wy, — 0,6w, )i + (=0,2w, — 0,3w,)j + (0,6w, + 0,2w))k

= 1,846 (



W = W, +wyJ + w;k,

W = 2,777 + 3,69] + 1,846k.

Matrice se mogu koristiti i kod transformacije brzine i ubrzanja. Tako je pomoc¢u matri¢nog zapisa
moguce odraditi transformacije izmedu komponenata Descartesovog i cilindri¢nog koordinatnog
sustava, cilindri¢nog i sfernog koordinatnog sustava, te Descartesovog i sfernog koordinatnog

sustava [9].
Primjer 5.7.

Let aviona prati se radarom pomocu kojeg se odreduju sferne koordinate polozaja te dalje

racunalom komponente brzine i ubrzanja. U trenutku kada su kutovi iznosili ¢ = 45° 1 ¢ =
60° izraCunate su komponente brzine v, = 53 (?), v, = 122 (%) iy, =-100 (?) Izracunajte

komponente vektora brzine aviona u Descartesovom desnokretnom koordinatnom sustavu [10].

Slika 5.9 Slika uz primjer [10]

Transponirana matrica (zamjena redaka i stupaca matrice) iznosi:

cosppcosg —sing —sinycose
[Ts_pl = [cos Ysing cosg —sinysing (5.29)
siny 0 cosy

Kada se u izraz uvrste brojevi, dobiva se sljede¢a matri¢na jednadzba transformacije:

Uy V1 10,5-0,707 —0,707 —0,866-0,707
[vy = [Ts_p] v]= [0,5-0,707 0,707 —0,866 " 0707”122]
v, 0,866 0 100

Nadalje, mnoZenjem transformacijske matrice i vektora kojega se Zeli transformirati, dobivaju se

komponente vektora u Descartesovom koordinatnom sustavu:
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v, = 6,29 (?) v, = 166,24 (?) v, = 4,1 (ﬁ)

5.5. Mehanika fluida

Mehanika fluida je grana fizike koja proucava ponasanje tekucina i plinova pod utjecajem sile i
pritiska. Razumijevanje i analiza ovog ponasanja od velikog su zna¢aja u mnogim podrucjima,
kao $to su hidrodinamika, aerodinamika i hidrologija. Jedan od klju¢nih alata koji se koristi u
mehanici fluida jest primjena matrica. Primjena matrica u mehanici fluida omogucuje preciznije
modeliranje i analizu sustava tekuéina i plinova, rjeSavanje jednadzbi gibanja fluida, strujanje
fluida kroz razli¢ita geometrijska tijela, proracun gubitaka tlaka itd [11].

Primjer 5.8.

Tenzor naprezanja u tocki T fluida ima sljede¢e komponente u odnosu na koordinatni sustav

Ox1x,x3 [11]:

Odrediti:

. . .o . —_— 2
a) vektor naprezanja na ravninu orijentiranu normalom n, = (—

2 1\. ..
S T3 g) 1 apsolutnu vrijednost

toga vektora,

b) normalnu komponentu naprezanja u toj ravnini i apsolutnu vrijednost tangencijalnog

naprezanja,

c) kut ¢ izmedu vektora normale i vektora naprezanja.

Rjesenje:
a)
[O-ij]: 0 -5 0 ) ﬁ::<_,_—, )
) 3" 3’3

oi(n;) = n;o;j
2 1
(ny)oy = ny0y; +Ny051 +N303; = 5(—7) + 5(2) =—4

2 10
(n)oy = ny01; + N0, +N303;, = _5(_5) = 3

2 1
(n;)o3 = ny013 + Ny0,3 + N3033 = 5(2) + 5(—4) =0
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10
0; = <—4’,?, O)

10\2
|(n;)o;| = /af+a§+a§:j42+<?) +02 =521

b)

Slika 5.10 Slika uz primjer [11]

10 2

2 44
Onn = O-ini = O-lnl +0-2n2 +O'3Tl3 = _4'§+_ <__) = -

3 3 9

2

Oni = (07 — (Oun)? = js,zv—(—%) = 1,79

c) Treba uociti da je na slici kotiran kut izmedu normale i negativnog vektora naprezanja za

koji vrijedi:

44
omd lowl |-
= = = = 0,938, = arccos (0,938) = 20,2°
o~ lol 521 ¢ (0.938)

cos @

5.6. Metoda kona¢nih elemenata

Metoda konac¢nih elemenata je Siroko koriStena metoda numericke analize koja se koristi
za rjeSavanje problema s primjenom matematike i inZenjeringa. Ova metoda se Cesto koristi u
razli¢itim podrucjima, kao Sto su mehanika, termika, elektromagnetika i druga polja znanosti i
tehnike. Jedan od klju¢nih elemenata metode kona¢nih elemenata je primjena matrica. Matrice se
koriste za prikazivanje i manipuliranje podacima o geometriji, svojstvima materijala i ponaSanjem
sistema koji se proucava. Primjena matrica omogucuje efikasno rjeSavanje velikog broja jednadzbi

koje modeliraju sistem, ¢ime se olakSava numericko rjesavanje problema [12].
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6. ZAKLJUCAK

U ovom diplomskom radu objasnjena je primjena vektora i matrica u strojarstvu. U teorijskom
dijelu definirane su skalarne veli¢ine, vektori i matrice te su objaSnjena njihova osnovna svojstva
1 operacije. Naglasena je vaznost vektora i matrica u kontekstu strojarstva, gdje se ¢esto susre¢emo
s viSedimenzionalnim problemima.

U drugom dijelu rada prikazani su primjeri upotrebe vektora i matrica u razli¢itim podruc¢jima
strojarstva. U mehanici se vektori koriste za opisivanje sila, brzina i ubrzanja tijela, dok se matrice
koriste za rjeSavanje sustava jednadzbi. U statici je prikazano kako se vektori koriste za analizu
ravnoteZze sustava, dok matrice omogucuju analizu konstrukcija. U nauci o ¢vrsto¢i ukazano je na
upotrebu matrica za analizu naprezanja i deformacija. Kinematika je podrucje u kojem se vektori
koriste za analizu kretanja tijela, dok matrice omogucuju rjesavanje kompleksnih kinematickih
problema. Metoda kona¢nih elemenata je spomenuta kao tehnika koja koristi matrice za numericku
analizu mehanickih problema s kompleksnim geometrijama.

U zaklju€ku, moze se re¢i da je primjena vektora i matrica neizostavna u strojarstvu.
Njihova upotreba omogucuje preciznije i efikasnije rjeSavanje problema u razli¢itim disciplinama
strojarstva, posebno prilikom izrade proracuna. Njihova primjena omogucuje ucinkovito
rjeSavanje problema iz podru¢ja mehanike, statike, nauke o ¢vrstoéi, kinematike, mehanike fluida,
metode kona¢nih elemenata itd. Razumijevanje vektora i matrica pruza temelje za analizu i
rjeSavanje razliCitih strojarskih problema, te stoga predstavlja klju¢nu vjeStinu za inZenjere
strojarstva. U buduénosti, daljnje istrazivanje primjene vektora i matrica u strojarstvu moze
dovesti do razvoja novih algoritama i tehnika koje ¢e omoguditi jo§ napredniju analizu i

optimizaciju strojarskih sustava.
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